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内 容 提 要 


本 书 在 《数论 IT》 的 基础 上 ， 进 一 步 迈 向 现代 数论 的 两 大 主题 : 解析 方面 的 自 
守 形 式 和 代数 方面 的 岩 泽 理论 , 以 及 二 者 之 间 的 联系 。 在 自 守 形式 方面 介绍 了 模 形 
式 、Eisenstein 级 数 、 自 守 形式 与 表示 论 之 间 的 关系 以 及 Langlands 猜想 等 。 在 岩 
泽 理论 方面 介绍 了 分 圆 Z 扩张 p 进 〈 函数 、 岩 泽 主 猜想 及 与 自 守 形 式 的 关系 等 。 最 
后 不 予 证 明 地 介绍 了 Wiles 对 Fermat 大 定理 的 证 明 。 这 是 读 完 本 书后 可 进一步 学 习 
的 主要 方向 之 一 。 


本 书 适合 于 数论 和 相关 专业 研究 生 的 学 习 , 也 可 以 作为 数论 研究 工作 者 的 参考 书 。 


中 文 版 序言 


我 们 非常 高 兴 看 到 我 们 的 日 文 著作 《数论 》 的 中 文 版 。 我 们 十 分 感谢 译 者 、 编 辑 
和 出 版 者 。 

希望 本 书 的 中 译本 能 吸引 更 多 的 中 国 读者 探索 数 的 奥妙 , 并 进一步 促进 日 中 的 
学 术 交 流 。 


全 体 作者 代表 
裔 藤 才 
2009 年 4 月 


了 


数论 魅力 的 源泉 在 于 素数 所 具有 的 奇特 性 质 。 为 了 要 弄 清 素数 , 研究 数论 的 人 
们 开发 出 了 各 式 各 样 的 手段 和 方法 。 对 于 〈 函数 以 及 类 域 论 , 我 们 已 在 《数论 1》 中 见 
到 过 了 。 本 书 是 《数论 I》 的 延续 , 对 于 构成 现代 数论 基础 的 重要 理论 进行 了 阐述 。 现 
代数 论 的 特征 可 以 说 成 是 , 它 的 代数 的 方面 与 它 的 解析 的 方面 相互 缠绕 在 一 起 。 所 
谓 的 代数 方面 是 指数 域 、Galois 群 还 有 代数 几何 的 对 象 之 类 的 , 而 解析 方面 则 是 指 
5 函数 、 自 守 形 式 还 有 自 守 表示 之 类 的 。 辟 如 ,由 高 木 贞 治 所 完成 的 类 域 论 的 核心 
部 分 表现 为 Galois 群 的 一 维 表示 这 个 代数 对 象 与 伊 代 尔 类 群 的 一 维 表示 (Hecke 特 
征 ) 这 个 解析 对 象 具有 同一 个 函数 。 因 此 在 本 书 所 处 理 的 岩 泽 理论 中 , 作为 5 函数 
的 p 进化 身 的 p 进 工 函数 是 作为 解析 对 象 出 现 的 , 它 的 代数 的 、 数 论 的 意义 正在 被 
弄 清 。 

以 将 类 域 论 推广 到 非 交 换 Galois 群 的 情形 作为 目标 并 正在 建设 之 中 的 “ 非 交换 
类 域 论 ”, 是 现代 数论 的 一 个 巨大 的 主题 。 其 最 初 的 例子 是 , 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 
这 个 代数 对 象 , 与 相关 于 模 群 的 同 余子 群 的 自 守 形式 这 个 解析 对 象 之 间 的 对 应 。 根 
据 所 确立 的 这 个 对 应 , Wiles 解决 了 自问 题 提出 已 有 375 年 之 久 的 Fermat 猜想 的 证 
明 。 这 个 伟大 事件 发 生 距 今 恰好 10 年 了 。 

本 书 以 这 样 的 现代 数论 的 动向 为 背景 介绍 了 自 守 形式 和 岩 泽 理论 的 基础 理论 ， 
另外 还 以 对 Wiles 的 Fermat 猜想 的 证 明 概述 为 中 心 介 绍 了 椭圆 函数 的 算术 。 每 章 
都 借助 于 具体 的 计算 以 增进 理解 。 无 论 如 何 , 希望 读者 能 动手 来 体验 一 下 现代 数论 。 
还 要 说 一 句 , 这 本 书 曾 作为 岩 波 讲座 的 现代 数学 基础 发 行 的 《数论 3 》 的 单行 本 出 
版 过 。 


黑 川 信 重 , 采 原 将 人 , 高 藤 裔 
2004 年 11 月 11 日 


理论 的 概要 与 目标 


本 书 是 在 《数论 I》( 原 来 的 1,2) 的 基础 之 上 , 迈步 走向 了 现代 数论 的 两 个 代表 性 
的 主题 。 所 说 的 两 个 主题 就 是 在 解析 方面 的 自 守 形式 论 和 在 代数 方面 的 岩 泽 理论 。 

自 守 形式 分 为 第 九 章 和 第 十 一 章 。 第 九 章 以 Ramanujan 所 发 现 的 几 个 漂亮 的 等 
式 的 证 明 为 目标 , 考察 了 相对 于 模 群 的 自 守 形式 。 特别 地 , 研究 了 Eisenstein 级 数 与 
尖 点 形式 。 另 外 还 引进 了 在 现代 数论 中 常常 用 到 的 < 正规 化 积 , 并 证 明了 Kronecker 
极限 公式 。 在 这 里 本 质 性 的 内 容 是 自 守 性 。 如 其 名 字 所 示 , 自 守 形 式 的 要 点 是 自 守 
性 . 所 谓 自 守 性 就 是 满足 某 种 形式 的 函数 方程 , 由 于 这 是 个 特别 强 的 条 件 , 故 自 守 形 
式 要 依据 具体 情况 而 决定 。 其 结果 是 使 用 自 守 性 以 及 Kronecker 极限 公式 , 就 得 到 
了 Ramanujan 的 等 式 。 在 第 十 一 章 中 , 为 了 从 更 广 的 观点 胱 望 自 守 形式 , 我 们 对 群 
上 的 自 守 形式 以 及 Selberg 迹 公式 进行 了 展望 。 

第 十 章 处 理 了 岩 泽 理论 。 我 们 尽 可 能 以 容易 理解 的 方式 以 岩 泽 主 猜想 为 中 心 讲 
解 了 经 典 的 岩 泽 理论 。( 函数 在 整数 的 值 中 间 有 着 p 进 的 联系 , 而 这 个 现象 由 于 进 
工 函数 的 存在 变 得 可 以 得 到 清楚 的 理解 。 我们 先 对 p 进 工 函数 进行 讲解 (810.1), 而 
后 则 叙述 了 所 谓 的 岩 泽 Z, 扩张 理论 (810.2)。 在 这 里 , 我 们 研究 了 数论 中 的 重要 研 
究 对 象 理想 类 群 , 包括 Galois 群 的 作用 , 特别 地 以 Zr 扩 域 上 的 理想 类 群 (按照 类 域 
论 , 这 也 可 以 说 是 最 大 非 分 歧 Abel 扩 域 的 Galois 群 ) 作为 研究 的 目标 。 而 且 ，810.1 
与 810.2 的 结果 按照 岩 泽 主 猜想 被 联结 了 起 来 (810.3) 。 第 十 二 章 中 , 在 花 了 不 少 篇 
幅 讲解 了 有 关 椭圆 曲线 的 算术 的 基本 事实 后 , 我 们 便 来 到 了 Wiles 所 给 出 的 Fermat 
猜想 证 明 的 路 线 上 了 , 从 而 简洁 地 讲解 了 他 的 证 明 思想 。 

通过 本 书 , 希望 读者 能 品味 到 现代 数论 的 乐趣 。 更 希望 能 将 本 书 作为 基础 深入 
钻研 , 从 而 进入 到 数论 研究 的 第 一 线 。 
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自 守 形式 最 早出 现在 1750 年 Euler 的 五 角 数 定理 中 : 
IIa- 四 = 3 CCD. 


n=1 


这 里 右 端 出 现 的 Ee 二 1,5,12,… 为 5 角 数 (《 数 论 1》80.5). 
5 角 数 1 娄 12 22 
称 Euler 等 式 的 左 端 为 7 函数 , 右 端 为 9 函数 , 这 些 便 是 Euler 给 出 的 自 守 形 
式 的 原型 . 在 其 后 的 1859 年 , Riemann 研究 了 自 守 形式 5, 它 出 现在 C(s) 的 积分 表 
示 (第 七 章 ) 中 , 从 而 迎 来 了 自 守 形式 的 ¢ 研究 的 新 局 面 . 按照 Riemann 的 积分 表 
示 , 9 的 自 守 性 转移 到 了 〈(s) 的 函数 方程 上 . 


在 这 种 背景 之 下 , 是 Ramanujan 发 现 了 作为 现代 自 守 形式 理论 基础 的 新 型 的 C 
(1916 年 ). Ramanujan 研究 了 函数 


A(z)=a ll -a")* 
n=1 


的 Fourier 展开 
A(z) = D7(n)a" 


n=1 


* 300 . 第 九 章 ”何谓 自 守 形式 


中 出 现 的 系数 +(n). 在 这 里 g = e2riz, 其 中 > 为 上 半 平 面 (upper half plane) 

H= {zeC |Im(z) >0} 
中 的 变量 . 因此 9 的 绝对 值 小 于 1, 从 而 A(z) 的 无 限 积 表示 和 它 的 Fourier 展开 都 
绝对 收敛 . 这 个 A(z) 在 自 守 形式 中 显得 尤其 漂亮 . 


自 守 形式 (automorphic form) 的 名 字 意 味 着 “ 保持 形式 不 变 ", 在 A(z) 的 情形 ， 
这 种 自 守 性 表示 为 


A (2) = (cz +d)2A(z) 


人 0 € SL2(Z) 


(就 是 说 , a,b,c,d e Z 且 满 足 ad 一 bc = 1) 成 立 . 称 (cz+d)l2 里 的 12 为 权 (weight), 
因此 说 A(z) 是 权 为 12 的 自 守 形式 . 
Ramanujan 发 现 的 新 型 5 是 


对 于 所 有 


L(A) = Dr)n, 


n=1 


并 猜测 L(s, A) 具有 Euler 积 表示 


L(s,A)= I (1 -7p + pn?)-. 
了 :素数 


到 这 里 为 止 我 们 见 到 的 Euler 积 有 Riemann 5 函数 


9)= n= 10 -7 


n=1 也 :素数 


以 及 Dirichlet 工 函数 


ZX= xn)n = [I xz- 
n=1 Pp: 案 数 


它们 的 每 个 局 部 因子 都 仅仅 是 p- 的 一 次 式 (这 是 本 质 性 的 ). Ramanujan 发 现 了 2 
次 的 Euler 积 , 同时 提出 了 猜想 , 即 被 称 做 Ramanujan 猜想 (Ramanujan conjecture) 
的 


Ir(p)| < 2p¥ 
(这 等 价 于 在 Euler 积 中 出 现 的 二 次 式 的 判别 式 为 负 ). 这 给 出 了 20 世纪 数论 发 展 
的 一 个 原动力 ， 而 且 , 具有 这 样 的 2 次 Euler 积 的 < 终究 是 成 就 Fermat 大 定理 
解决 的 关键 , 它 的 解决 是 与 装点 20 世纪 闭幕 仪式 相 匹配 的 令 人 惊喜 的 事件 , 这 是 
Ramanujan 肯定 没有 想到 的 . 


§9.1 Ramanujan 的 发 现 * 301. 


现代 数论 进一步 地 把 目标 指向 更 高 次 Euler 积 的 研究 . 在 这 一 章 中 我 们 一 方面 


追寻 Ramanujan 所 发 现 事实 的 证 明 , 另 一 方面 则 要 进行 具体 的 处 理 , 并 要 引进 自信 


形式 . 
那么 , 自分 


形式 理论 的 特点 是 由 自 守 性 这 一 强 的 条 件 可 以 推导 出 非常 多 的 不 只 
是 像 猜 想 中 那样 的 等 式 . 这 大 概 是 它 特别 吸引 Ramanujan 的 理由 吧 . 在 这 一 章 中 ， 


我 们 应 用 自 守 形式 证 明 , 譬如 , 下 面 这 样 的 等 式 : 


Dn 
"1 504 
ee 
1 87 
CC ns 了 
2 am 80 (2) 一 i 
辣 1 ES pe Rh 
nm 3 2 vr) 
这 里 , r 是 通常 的 圆周 率 
1 
dz 
T=2 = 3.14159 
ee 
而 
1 2 
i 
= -2/ FE Se = 2.62205 
o V1i—z4 2272 


则 是 距 今 (2004 年 ) 正好 200 年 前 Gauss 所 考虑 的 与 圆周 率 类 似 的 叫做 “ 双 纽 线 
(lemniscate) 周 率 ” 的 数 ， 由 于 这 些 等 式 的 难度 在 缓慢 地 加 深 ,， 希望 读者 能 边 读 边 


品味 . 
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1916 年 Ramanujan 对 了 


Al(z 


的 Fourier 展开 


现 
在 


)= ?TIG -0)* =o”) 
n=1 
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中 出 现 的 系数 r(n) 进行 了 大 量 的 计算 : 
r(D =1, 7(2) = 一 24， T(3) = 252， 7(4) = 一 1472， 
7(5) = 4830， 7(6) = —6048, 7(7) = —16744, 


T(8) = 84480，7(9) = —113643, 7(10) = -115920， 


凝视 着 这 些 得 到 的 数 , Ramanujan 提出 了 下 面 的 猜想 , @, 并 进行 了 @ 的 证 明 : 
OSLsA)= "rn ,Ls,A)= 工 G -rp 十 pa 


n=1 万 素数 

@ 对 于 素数 p 有 |r(p)| < 2p 芋 . 

@ 对 于 素数 p 有 r(p) 三 1+ pl mod 691. 

它们 之 中 的 @ 在 次 年 即 1917 年 由 Mordell 利用 算 子 T(p) 予以 证 明 ，@ 则 
在 近 60 年 后 的 1974 年 由 Deligne 利用 代数 几何 的 手段 予以 证 明 . 猜想 @( 单 称 为 
Ramanujan 猜想 ) 被 归结 到 了 作为 Riemann 猜想 的 代数 几何 类 比 的 Weil 猜想 , 而 @ 
则 给 出 了 思考 1 进 表示 的 一 个 启示 (691 是 个 素数 ). Deligne 的 方法 是 以 Grothendieck 
对 代数 几何 的 创新 为 基础 的 , 对 此 , 现代 数学 进展 的 岩 波 讲座 “Weil 猜想 与 Etale 上 
同调 ”有 所 叙述 . 

本 节 要 进行 对 @ 与 @ 的 证 明 . 但 是 , 为 此 利用 A(z) 的 作为 自 守 形 式 的 性 质 是 
必需 的 , 为 了 使 证 明 的 推理 易于 理解 , 这 些 事实 将 放 在 89.2 给 予 证 明 . 


(a) Mordell 的 证 明 


现在 来 证 明 Ramanujan 猜想 , 而 Mordell 给 出 了 证 明 的 结果 . 
定理 9.1 (Mordell, 1917 年 ) 
于 rn 一 = 10 -7p +p 2). 
n=1 过 


[证 明 ] ”Mordell 对 于 每 个 素数 p 构造 了 Mordell 算 子 (Mordell operator) 


了 一 1 
(901) GOA = LTA (TH ) tana) 
1=0 


并 证 明了 


T(p)A=7(p)A 


( 即 A 为 了 TO) 的 特征 函数 而 r(p) 为 其 特征 值 ). 我 们 首先 来 看 由 此 等 式 如 何 得 到 定 
理 9.1(Ramanujan 的 @O). 现 将 


A = Sr(n)ar 


n=1 
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代入 (T(p)A)(z) 的 表达 式 中 , 于 是 


2 二 ,Zz+!l Pe 
(Tp)A)(z) = -DD rn)exp (arin ) 十 pH Dy 7(n)g™” 
卫 1=0 n=1 A n=1 


oo p—1 
=- 只 人 4] Tn)g + pr Dr(n)a™, 
n=1 1=0 n=1 
其 中 
1< e2rint 一 1 phn 
P1350 0 ptn 
因此 有 
(CTC)A)(z) = > rm)o +p 》 rn)gzm 
(9.2) e a 


Es NN 

= 3 (rm 和 (2)) v. 

但 是 , 一 般 地 如 果 z ZZ 则 令 r(z) = 0. 特别 地 当 ptn 时 有 他 0 
因此 应 用 T(p)A = r(p)A 便 得 到 了 


(9.3) T(pn) 十 pll7 (2) =T(p)7(n) (n= 1,2,… ; p 为 素数 ). 
我 们 从 这 里 便 可 以 推出 定理 . 事实 上 , 在 (9.3) 中 令 n=p*, 则 有 

(9.4) TH) = 7(p)7(p) — pur(ph!) (k=1,2,..) 
因此 得 到 ~ 

Dp) rp)r lp ) + pr(pe))ut = 1, 
于 是 全 
左 端 = 匡 ro (1—7(p)u + pw?). 

从 而 人 

(9.5) Se Tr. 


k=0 
特别 地 , r(n) 具有 乘 性 的 性 质 ( 即 对 于 使 得 (m,n) = 1 的 m,n 有 7(mn) =T(m)7(n)) 
可 像 下 面 那样 由 (9.3) 得 到 . 为 此 只 要 证 明 


(9.6) 如 果 ptm 则 r(pkm) = 7(p*)T(m) 
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就 可 以 了 . 这 可 由 对 的 归纳 进行 证 明 . 当 k= 0 时 这 是 显然 的 , 而 k= 1 时 则 是 在 
(9.3) 中 取 n = m 的 结果 . 现在 设 直 到 其 都 成 立 . 在 (9.3) 中 取 n = prm 则 有 


rphttm) = r(p)r(pkm) — pHr(pr-1m) 


再 由 归纳 法 候 定 , 便 有 
Tm) = TOjrhrtm 一 mr-Dr(m 
= Cjren 一 Pre)r(m 
3 Tor(m), 


全 
中 


故 在 大 十 1 时 也 成 立 , 从 而 r(n) 为 乘 性 函数 . 因此 


Dn =IIO roop-) 
k=0 


n=1 p 


=I -7 +p) 


(由 这 个 推导 可 知 , 定理 中 的 等 式 等 价 于 r(n) 为 乘 性 函数 以 及 7(p*) 的 递 推 公式 (9.4) 
这 两 个 联合 条 件 .) 

如 此 一 来 , 对 定理 9.1 的 证 明 只 要 能 证 明 T(p)A = rp)A 就 好 了 . 我 们 说 A 为 
特征 函数 , 这 一 等 式 表明 对 于 函数 


7 加 COA)O 


和 ^ 加 
下 面 的 两 个 条 件 成 立 : 
(D f(z) 为 常数 卫 数 ， 
(2) 这 个 常数 等 于 7(p). 
先 看 (1). 如 果 能 证 明 f(z) 对 于 所 有 的 上 外 < SL2(Z) 满足 
az 十 六 
f ( 符 王浆 网 


即 可 . 知道 了 这 一 点 以 及 SL2(Z)\H 的 代表 系 (基本 区 域 ) 是 如 图 9.1 所 示 的 阴影 
部 分 


p= {e+ -3<e<$v> Vi-e)} 
,> {er -3<z<o) 
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be. 
证 3 


图 9.1 


(这 将 用 SL2(Z) 由 人 和 ( | 生成 的 群 论 结果 在 89.6 中 予以 证 明 )， 那么 


由 于 f(z) 在 D = SL2(Z)\H 上 全 纯 目 在 z = ioo 也 全 纯 , 那么 根据 复 变 函 数论 的 
Liouville 定理 ( 极 大 值 原理 或 者 紧 区 域 上 的 复 变 函数 论 ) 知 f(z) 为 常数 . 另 一 方面 ， 
如 前 面 的 计算 那样 , 有 
f(z) = (TD)A)(z) _ 7T(p)q + (q* 以 上 的 项 ) _ 7(p) + (9 以 上 的 项 ) 
~ AQ) Q 一 2492 十 … 1—24g+:… 
故 当 z 一 ioo (gq 一 0) 时 f(z) 一 7(p), 从 而 f(z) = r(p), (2) 得 证 . 
那么 , 因为 A(z) 满足 变换 公式 
az+b 
(Eg +d 
(将 在 89.2 中 证 明 ), 要 想 证 明 (1) 则 只 要 能 说 明 T(p)A 满足 同样 的 变换 公式 就 好 


了 . 这 只 要 对 于 SL2(Z) 的 生成 元 :) 和 总 局 弄 清楚 这 点 就 够 了 ， 对 于 


) = (cz 十 dl2A(z) 


路 由 Rane 展开 得 到 
i 


(T(p)A)(z +1) = (T(p)A)(z), 


, 则 像 下 面 这 样 进行 . 首先 有 


BR) He 


I=1 


于 3oa)2AGpa) +p! 全 A 多 


a ed | 
1 
和 
= 1 
S 
Ne: 
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现在 , 对 于 1=1,.…,p 一 1 取 1=1,…,p 一 1 使 得 /1 三 -1 mod p( 存 在 且 唯 一 ). 


于 是 存在 b 使 得 
2 
( 针 € SL2(Z). 
此 时 对 于 = 5 由 于 
lz+b lz—l 
pz'—l pz 
pz —!1 = 2, 
故 满足 oA 和 
A Zz 
A( 守 =A( 守 . 
于 是 得 到 


(TW)A) (-!) p22Atps) + LorA a + 所 oa (a 
= 22(T(p)A)(z). 
因此 定理 9.1 得 证 . 上 
(b) Ramanujan 同 余 式 
在 此 将 证 明 Ramanujan 的 同 余 式 @ 
定理 9.2 (Ramanujan) 对 于 素数 p 成 立 
T(p)=1+p!! mod 691. 
[证 明 ] 更 一 般 地 , 我 们 可 得 到 对 于 自然 数 n 有 
7(n) = ou(n) mod 691 
的 结论 , 其 中 ok(n) = 》 dt. 


dm 
为 此 我 们 要 用 到 Eisenstein 级 数 (Eisenstein series) 有 其 (2). (Ek(z) 的 性 质 的 证 
明 将 在 89.2 中 进行 .) 当 大 为 不 小 于 4 的 偶数 时 ， 
1 


Er(z)= Ke 


2 (cd)=1 


绝对 收敛 , 它 的 Fourier 展开 为 


2k 立 
E(z)=1— 去 ok-i(n)on (q = ei). 
n=1 
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其 中 cde2Z 取 遍 互 素 的 整数 组 , Bk 为 Bernoulli 数 


另外 EB.(z) 还 对 于 所 有 区 中 e SL2(Z) 满足 变换 公式 


Eh (和 3)= (cz + d)* Br(z) 


( 具 权 大 的 自 守 性 ). 前 面 几 个 Ei(z) 为 


Ea(z) =1+ 240 > os(n)g™ 


n=1 


(2)=1— 50457 os(n)g™ 
Es(z) = 1+ 480 > o7(n)g™ 
n=1 


Eio(z)=1— 2045 og(n)g™ 


n=1 


65520 
Bi2(z)=1+ 600 De 
Ea(z)=1— 24 六 maon. 
n=1 


那么 , 由 此 我 们 知道 存在 整数 = 65520 mod 691 使 得 


9.7. wp a 
(9.7) El2— Ee 二 I 人 


成 立 . 与 前 一 小 节 T(p)A = r(p)A 的 证 明 完全 一 样 地 得 到 


Bs - 克 (+1008) q+ (的 大 于 等 于 ?次 的 项 ) 
和 4+ (q 的 大 于 等 于 2 次 的 项 ) 


691 
1+ (q 的 大 于 等 于 1 次 的 项 ) 


J 十 1008) + (9 的 大 于 等 于 1 次 的 项 ) 


为 SL2(Z) 不 变 . 特别 有 


c= 65520 + 1008 x 691 = 1008 x 756. 
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在 (9.7) 乘 以 691 并 对 gq" 项 的 系数 的 mod 691 进行 比较 , 则 得 到 
oll(n) = 7(n) mod 691. 


另外 , 求 出 (9.7) 的 gn 的 系数 并 比较 就 得 出 了 r(n) 下 面 的 公式 


nl 
7 = rn) + 驳 wo- 宇 Das(m)osln —m) 
(9.8) i 
=0ou(n)+ 中 器 (mo +o5(n) 一 252 > os(m)os(n— 由) 
m=1 
自然 , 一 眼 就 可 看 出 
T(n) on(n) mod 691 
和 于。 


(c) Ramanujan 等 式 与 Lambert 级 数 
下 面 形式 的 级 数 称 为 Lambert 级 数 , 它 对 于 自 守 形 式 的 表示 提供 了 一 些 方便 : 


可 以 将 其 变形 为 Fourier 级 数 ( g 的 寡 级 数 ) 
演 人 = a(n) 3 ”) = 5 an)a™ = 入 s | a 
n=1 m=1 Ny 


n=1 m=1 I=1 \nll 
(最 后 那个 等 式 将 mn 换 成 了 1, 从 而 加 上 了 相应 的 条 件 nl]). 
具有 代表 性 的 是 Eisenstein 级 数 包 .(z) 的 Fourier 展开 


k—l 


i Dlr 
因此 ， 
n*— 4 
(9.9) =1- 莫 半 3 1 


另外 , 对 于 Euler 函数 p(n) 以 及 Mébius 函数 J(n) 的 情形 也 有 
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它们 各 自 表明 的 意思 是 


另 一 方面 , 如 果 给 出 了 Fourier 级 数 , 则 可 将 其 改写 为 Lambert 级 数 : 


ba -> )4m) 后 


这 个 变换 是 M6bius( 逆 ) 变换 : 
4m)=》 am > an)= Dp (2) 4(m). 
mln 


min 


Ramanujan 是 个 著名 的 擅长 计算 的 人 , 尤其 喜好 求 Lambert 级 数 的 值 , 留 下 了 
许多 这 方面 计算 的 手稿 (以 亲自 写 的 笔记 的 眷 写 版 出 版 ). 现 举 出 其 中 的 几 个 . 


定理 9.3 (Ramanujan 的 等 式 ) 


oo 5 1 


n 

O Ta 0 

Ct 

Cn ee 
2 a 

n=1 

1 

人 nla i se 

(3) Far- ET 


[证 明 ] “(1) 根据 Ee(z) 的 变换 公式 有 


在 其 中 代入 z = i 则 成 立 


Eeli) = i Ee(i) = —Ee(i), 
故 Ee(i) = 0. 另 一 方面 , 按照 Fourier 展开 有 


一 2mm 


oo 
Ee(i)=1—504D os(n)e 2"™" =1— 504 半天 六 i 
n=1 


=1 504 a ST 
从 而 得 到 (1). (2), (3) 的 证 明 以 后 进行 (89.5). n 
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(d) Ramanujan 的 手稿 
Ramanujan 在 其 未 发 表 的 手稿 (推测 在 1916 年 左右 ) 中 不 止 是 考虑 了 L(s, A)， 


在 
F(z)=4a [0 -90 a) = co 
n=1 n=1 
的 情形 还 考虑 了 要 
Ls, F}= SS c(n)n™s, 
n=1 
并 猜想 


L(s,F)=(1—c(11)11™)! x TI -clpp™ +pt 2)-. 
Pp#11 
在 这 里 的 c(11) = 1. 这 个 工 函数 的 关于 11 的 因子 为 一 次 式 , 这 是 与 5(s,A) 不 同 的 
一 点 . 了 (2) 并 不 是 SL2(Z) 的 自 守 形 式 , 而 是 成 为 关于 SL2(Z) 的 子 群 


To(11) = 局 e SL2(Z)| c=0 mod ) 


cd 
有 变换 公式 
F (9) = (cz+d)?F(z) 
的 权 为 2 的 自 守 形式 . 


差不多 40 年 后 , Eichler(1954 年 ) 才 证 明了 L(s, F) 与 Q 上 的 椭圆 曲线 
E:y+y=73 -22 


的 工 函数 L(s, 忆 ) 一 致 . 这 又 是 在 差不多 半 个 世纪 后 跨 出 的 一 大 步 , 从 而 到 达 了 Fer- 
mat 大 定理 的 证 明 (Wiles, 1995 年 ). Wiles 的 证 明 是 由 对 于 非常 多 的 椭圆 曲线 巨 都 
成 立 形 如 L(s, E) = L(s, 下) 的 等 式 这 个 结果 推导 出 来 的 (参照 第 十 二 章 ). 

另外 , Ramanujan 还 证 明了 同 余 式 


(9.10) 7r(p) = c(p) mod 11. 
将 下 与 A 都 看 成 是 Z 系数 的 g 的 形式 寡 级 数 ( 即 Z[[q]] 的 元 ) 时 , 由 取 mod 11 有 


下 =4TIG -a") [0 一? 
n=1 

=al[a -ey la- ey 
n=1 


=A mod 11, 
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从 而 看 出 同 余 式 成 立 . 定理 9.2 的 同 余 式 是 权 同 为 12 的 自 守 形式 A 与 Bz 之 间 的 
同 余 式 , 而 A 与 F 这 样 不 同 权 的 自 守 形 式 间 的 同 余 式 也 是 重要 的 . 


(e) Ramanujan 猜想 的 后 继 结果 
Ramanujan 猜想 (1916 年 ) 


rp)| < 2p¥ 


的 证 明 , 经 过 Grothendieck 对 代数 几何 的 革新 (20 世纪 60 年 代 ) 之 后 , 在 1974 年 由 
Deligne 所 完成 . 于 是 , 对 于 各 个 素数 p 存在 唯一 一 个 0 < 9。< 7 使 得 


T(p) = 2p 全 cosbp 


成 立 . 
在 Ramanujan 猜想 之 后 继续 要 做 的 是 详细 分 析 9。. (这 与 在 Riemann 猜想 被 证 
明之 后 , 变 成 详细 分 析 零 点 虚 部 的 问题 是 平行 的 . Ramanujan 猜想 与 Riemann 猜想 
在 这 方面 是 类 似 的 .) 在 这 个 方向 上 , 有 1962 年 左右 由 佐 芯 干 夫 提出 并 由 J.Tate 给 
予 其 代数 几何 解释 的 佐藤 -Tate 猜想 . (在 那 时 , Ramanujan 猜想 还 没 得 到 证 明 , 然 
而 佐 茧 的 研究 弄 清 了 Ramanujan 猜想 与 Riemann 猜想 的 类 似 性 , 故而 达到 了 以 下 
的 猜想 .) 


佐藤 - Tate 猜想 对 于 0<aw<B<r 的 aB, 有 


<zrlagb, < 
lim #{P srlo gp sp} 2 [ sin? 0d0. 
并 


z—00 "(7) 


这 个 猜想 说 的 是 9, 集中 在 r/2 附近 . r(z) 表示 小 于 zx 的 素数 的 个 数 , 而 猜想 的 右 
端 是 gp 落 入 [a, 8] 的 期 待 概率 . 当然 , 我 们 有 


rn 
2/ sin? 640 = 1. 
To 
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优 芯 -Tate 猜想 被 看 成 是 对 于 A 的 “素数 定理 的 类 比 ”的 一 个 基本 猜想 , 迄今 
为 止 还 没有 被 证 明 . 然而 , 在 对 它 的 研究 过 程 中 , 不 仅仅 有 


L(s,A)=T]0 7p + ps)-1 
= 了 Ga -ap )( - Bpp-°)]-, 
而 且 我 们 还 知道 , 如 果 对 于 m = 1,2,3,… 知道 了 m + 1 次 Buler 积 (m 次 对 称 积 ) 


Lls,Sym™A) = TI 一 o8 or)(1 — op ppp) (1 — opm-lp-°)(1 — pmp-°)]-! 
了 

的 解析 性 质 , 那么 就 能 够 证 明 佐 茧 -Tate 猜想 了 . 这 些 必需 的 解析 性 质 包含 在 关于 

一 般 的 自 守 形式 5 的 Langlands 猜想 之 中 . 虽然 期 待 这 个 猜想 必定 会 成 立 , 但 至 今 

也 只 了 解 了 mm 较 小 时 的 情形 (m=1, 2, 3, 4). m = 1 的 情形 可 参看 §9.3(a),m = 二 2 的 

情形 参看 $9.4(c). 


§9.2 Ramanujan 的 人 与 正则 Eisenstein 级 数 


(a) Ramanujan 的 A 

在 这 里 我 们 来 证 明 A 的 变换 公式 . 

定理 9.4 对 于 E SLa(Z) 成 立 
c 


A (2 (e+ OA) 


[证 明 ] ”因为 这 是 个 重要 的 事实 , 我 们 介绍 四 种 证 明 方 法 . 每 一 个 都 有 不 同 的 背 
景 , 从 而 我 们 知道 A 处 于 自 守 形式 理论 的 中 心 , 也 看 出 了 自 守 形式 的 多 彩 多 姿 . 


方法 1 (Dedekind, 1880 年 左右 ) 
对 如 下 定义 的 
7(z)=e 富 [TQ -er™) 
n=1 


二 g 支 IIa 二 各) (g = eri) 


n=1 


的 Dedekind 7 函数 , 由 Euler 五 角 数 定理 (可 以 初等 地 证 明 ) 得 到 
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(9.11) nz) = 让 DD (Dg™ 


= 9 (mg 


然后 应 用 被 称 为 3 的 自 守 形式 的 右 端 来 给 出 定理 的 证 明 . 
XX 是 mod 12 的 (本 原 ) 偶 特征 , 对 其 定义 为 


1 m=+1 mod 12 
X(n) = 4 -1 n=+5 mod 12 
0 ”其 他 . 


它 的 Gauss 和 G(x) = 2V3. 车 以 87.2(b) 的 记号 表示 , 我 们 则 有 n(iy) = wx(y), 且 由 
Poisson 求 和 公式 (参看 811.2) 推导 出 w.(y) 的 变换 公式 为 


wx ($) = vBexly 


从 而 
n G3) = Vyn(iy). 


(~) = Vn 


( 它 的 两 边 都 在 上 半 平 面 为 全 纯 , 由 于 在 虚 轴 上 相等 故 在 上 半 平 面相 等 ). 作 24 次 乘 
方 得 到 


因此 成 立 


A (-3) = z12A(z). 


这 是 对 于 上 刘 E 5Ta(Z) 的 变换 , 又 因为 对 SL2(Z) 的 另 一 个 生成 元 | 4 


Alz+T = A(z) 


是 显然 成 立 的 , 故 对 于 所 有 的 人 E SL2(Z) 成 立 


A (Er = (ez + d)2A(z). 
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方法 2 (Kronecker, 1890 年 左右 ) 


根据 Kronecker 极限 公式 (在 89.5 证 明 ) 知 Im(z)s|A(z)| = ys|A(z)| 为 SL2(Z) 
不 变 (89.5(d)). 特别 地 有 


6 
waeol= (3) 上 (| 
由 于 上 式 的 绝对 值 里 是 全 为 正 的 实数 , 故 
RN 丰 ， 
wiAGW) = yeA (二 )， 
即 
A(-B) = (AG). 
于 是 推出 了 
A (3 = zl2A(z). 
方法 3 (Siegel, 1954 年 ) 
对 于 t+>0 证 明 
9 (3) = vin 
并 在 两 边 作 24 次 乘 方 即 可 . 为 此 , 对 其 两 边 取 对 数 , 有 
log77 ( 一 Slogt+ logn(it) 


它 等 价 于 


tn 1 1 
(9.12) = 1 十 3loet— DE (za 三 二 二 下) 
现在 对 于 ”012 … 令 v= (n+ 让) 我们 对 本 数 


六 = Bcot(uz) cot ( 宇 ) 
计算 留 数 
去 人 万 (ajda= 5 Ress(f,). 


之 :内 部 的 极点 
其 中 C 为 图 9.3 的 苏 形 (x 表示 极点 ). 
极点 与 留 数列 于 下 : 
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“315. 


= 二 下 全 = 1 ,由 : 一 阶 极点 且 Rese( 所 ) a 全 
z= 车 全 人 一 1 加， 一 阶 极点 且 Ress(/) = 二 cotlinkt) 
z=0: 三 阶 极点 且 Reso(f;) 和 + 引 ， 
于 是 得 到 

ee RA (cei st ?)) 
-Di (zi - T er) 

在 其 中 令 n 一 oo 则 

(f+) 
i logt. 


右 端 江 (za —1 = 去 > 到 


从 而 得 到 了 (9.12), 因此 给 出 了 7 的 变换 公式 . 
方法 4 (Weil, 1968 年 ) 
这 是 由 对 于 
logn(z) = log (9 支 ) + 坟 c(n)g 
的 函数 方程 多 
cn)n =—C(s)c(s +1) 


[WE 


ne: 
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在 s ~ 一 s 所 得 到 的 logn(z) 的 变换 公式 的 方法 , 这 也 是 “¢ 。 自 守 形式 ”的 一 个 示 
例 (参看 89.3(b)). 

注 记 还 有 第 五 种 方法 , 即 应 用 条 件 收敛 级 数 “Es(z)” 的 Hurwitz 方法 (参看 
89.5(e)). 

再 说 一 点 , 将 第 一 种 方法 反 过 来 用 的 话 , 则 可 得 到 Euler 的 五 角 数 定理 的 自 守 形 
式 证 明 . 就 是 说 , 如 果 已 证 明了 对 于 了 和 台 的 变换 公式 ， 那么 以 (9.11) 左 端 的 (7) 去 
除 右 端的 (3) 得 到 的 函数 F(z) 在 变换 > Fr* z+1l 及 zr 一 = } 下 不 变 ， 那么 应 用 其 在 
5SL2(Z)N\H U {ioo} 上 全 纯 , 于 是 得 到 了 F(z) = 1. 

(b) 正则 Eisenstein 级 数 


我 们 来 证 明 3 
Er(z)=3 如 Cia 


的 基本 性 质 . 设 k 为 不 小 于 4 的 偶数 . 首先 只 要 代 和 人 上 式 便 知 有 
Ek(z+1)= Er:(z) 


下 ( 芭 = 2tE(2): 


浊 
D3 2 ET ri ce 
1 1 a 
EB) = 一 -一 一 一 了 7 = 2* Bk(z). 
d+) 3 3, 三 = 永 和 
E34 


因此 , 对 于 人 ESTa(Z) 有 
c 


BE (天 = (cz + d)* Ee(z). 


(直接 代入 计算 也 可 即 知 .) 下 面 , 我 们 来 计算 其 Fourier 展开 . 先 从 
oo 2 
sin(rz) = xz [I 上 @ = 纯 ) 


n=1 


出 发 . 对 两 端 做 对 数 微分 ( 即 取 对 数 再 微分 ) 有 
1 之 2 1 _ 这 1 
tent) = = 二) 


n=1 
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现在 取 Im(z) > 0, 并 令 g = e2"*, 则 由 于 


Cinz 十 -ins 
cos(nz) _ ( 2 ) 


Oe 
sin(rz) ob 
2i 


a 2 
号 和 人 下 ES 
全 了 mr( 下 


fcot(rz) = 


因此 
A 2 1 /1 1 
(9.13) ir — 2ir > q = 11+) -3 ( + ): 


—n 
n=1 ah 囊 六 ” 劣 


对 其 两 端 取 一 1 次 微分 则 有 
-er 1g" = (—1)*-1(k— 1)! 立 (z 一 mm) 


n=—o0 


即 有 
(9.14) S 人 一 全 二 二 G2 3 hign, 


n=—o0 


( 它 被 称 为 Lipschitz 公式 , 也 可 应 用 Poisson 求 和 公式 得 到 : 参看 811.2.) 然而 由 于 


至 (mz 十 mn) 天 一 > (lez + ld)-—* 
Gm) 人 
= >》 3 (cz + dad), 
I=1 (0d)=1 
故 有 
Br(z) = 二 和 (mnmz+ 站 下 
OO 


外 
加 
是 
六 | 
全 
Rl 
出 
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因为 其 中 
(9.15) (人 = -CB 
从 而 


2k 疡 
Ek(z)=1— 去 > Ok-1(n)g™. 
k n=1 


同时 我 们 注意 到 , 应 用 第 三 章 的 推论 3.22 的 


40- 及 =- 伟 ， 
可 以 将 其 写 为 
(9.16) Er(z)=1+ 均 汝 De 


再 有 , 我 们 知道 (9.15) 由 C(1 上) 的 函数 方程 C(k) <(1 -及 (第 七 章 的 定理 7.1) 
得 到 , 然而 由 (9.13) 却 可 以 立刻 将 它 写 出 来 : 因为 


‘ 2 1 之 2z 
(ti) -+ 


n= 


i 2 

Wk dy 二 

- 

n=11 一 二 Wd 二 

n2 n2 
IE/ 1 2 各 


而 由 Bernoulli 数 的 定义 有 


本 2 : 2 ,lB 
Tr 


故 得 到 了 


四 21 
一 6(21) = 2 


(c) A 与 正则 Eisenstein 级 数 的 关系 


定理 9.5 
EB 


和 = 
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3 一 
y= 人 

_ 1728g + (q 的 大 于 等 于 2 次 项 ) ”1728 + (q 的 大 于 等 于 1 次 项 ) 
”4+ (q 的 大 于 等 于 2 次 项 ” ”1+ (的 大 于 等 于 1 次 项 ) 


时 , 如 果 能 断定 f(z) 为 常 值 函数 , 则 取 z 一 ico (4 一 0) 便 知 f(z) = 1728. 

至 于 证 明 其 为 常 值 函 数 则 与 89.1(aj，(b) 完全 一 样 ， 从 f(z) 为 SL2(Z) 不 变 
得 到 . 和 
推论 9.6 


Es(i) = 12A(i)#. 


[证 明 ] ”在 定理 9.5 中 代入 z =i, 则 由 Ee(i) = 0 得 到 


oo 
Ea(i)? = 1728A(i) = 1728e-2r [I (1 —e-*"™")* > 0. 


n=1 


将 其 开 三 次 方 即 得 . 上 


89.3 自 守 性 与 5 的 函数 方程 
(a) Wilton 的 结果 
Wilton(1929 年 ) 得 到 了 由 人 构造 的 5 函数 L(s, A): 


Ze,A) = 了 Id 7p + pr) 
2 


= > T(n)mn 


n=1 


的 解析 延 拓 和 函数 方程 . 
定理 9.7 (Wilton) Z(s,A) 可 解析 延 拓 为 全 复 平面 上 的 全 纯 函 数 . 另外， 


Z(s,A) = (2r)-s*T(s)Z(s,A) 


满足 函数 方程 
Fls,A) = L(12 — s, A). 
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[证 明 ] ”由 工 函数 的 定义 
ge BB: Te—1 
r=-/ ez -ldz (Re(s) > 0)， 
对 于 n=1,2,3,… 有 
—#8 ms 一 27ny,,3—1 
(2m)-sT(sjn-。 = / -2mmnyys—1gy. 


因此 有 


Ze A) = 人/ 和 全 re yldy 


n=1 


= h Aliv)y’ dy 


1 oo 
=/ staut Ali ay 


所 诊 A 3) yldy+ 广 Adig)ye-ldy 
=/ Alwyn t [Ali ay 
1 1 

= /AW + 的 岂 ， 
从 而 得 到 了 其 在 全 平面 上 的 全 纯 性 与 函数 方程. 更 进一步 说 , 由 于 有 对 于 7(n) 的 增 
大 速度 的 结果 

(9.17) 7T(n) = O(n®), 

我 们 还 知道 , L(s, A) 在 Re(s) > 7 时 绝对 收敛. 这 个 增 大 结果 可 按 如 下 证 明 . 因为 
selA(z]| 在 SIa(Z)NEU {ico} 上 连续 (成 为 紧 空间 上 的 连续 函数 ) 故而 有 界 , 从 而 存 


在 M > 0 使 得 
36|A(| < M. 


另 一 方面 , 因为 
/ ,A(z + iy)e "medz = 7(n)e—2"™™y, 
> 


于 是 
|r(m)| < -hh 本 (+) | < Me2rns 
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即 
T(n) = O(n5). 


注 记 Wilton 证 明了 L(s, A) 及 Z(s, A) 在 函数 方程 和 12 - s 的 中 心 轴 
Re (s) = 6 上 有 无 限 多 个 零点 . 这 是 接近 于 这 一 情形 下 的 Riemann 猜想 “Z(s, A) 的 


零点 全 在 直线 Re(s) = 6 上 ”的 结果 . 
(b) Hecke 的 逆 定 理 


Hecke(1936 年 ) 考虑 了 Wilton 定理 的 道 : L(s, A) 是 被 函数 方程 特征 刻画 的 吗 ? 
答案 是 肯定 的 . 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 从 Wilton 定理 的 证 明 中 注意 到 , Z(s,A) 在 各 


个 竖 直 区 域 ci < Re (s) < oz 中 有 界 (图 9.4): 


FE ee Re(s) 12—Re(s)) dy 

[Zt A < 全 AGRO + vem) 
本 

<{ Aor ty") a 

1 


定理 9.8 (Hecke) 对 于 复数 序列 a = (a(1),a(2),a(3),…) 令 


L(s,a)= 六 a(n)n™s, 


n=1 
L(s,a) = (2r)-*T(s)Z(s,a). 
那么 , 下 面 的 (A) 与 (B) 等 价 : 
(A) an) =r(m) (n=1,2,3,...). 
(B) (Da(l) = 1. 
(2) 对 于 某 个 Y> 0 有 aln) = O(n7). 
(3) Z(s,a) 在 整个 s 平面 全 纯 , 且 (12 - sa] = 2(s,a). 
(4) Z(s,a) 在 各 竖 直 区 域 有 界 . 
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[证 明 ] (A) 一 (B) 已 经 知道 了 . 来 证 明 (B)=>(A). 为 简单 计 , 记 p(s) = L(s, a)， 
再 (s) = 2(s, a). 我 们 注意 到 , 根据 (B-2), p(s) 在 Re (s) > Y + 1 上 绝对 收敛 . 现 令 


F(2) = Yana", 
LL 


于 是 有 有 
sg= Pliny"tay. 


在 此 施行 Fourier 逆 变 换 (Mellin 逆 变 换 ) 则 

F(iy) = 去 人 Eh Bl(s)y “ds 
对 于 a > 7 十 1 成立. 实际 上 , 令 

B(at+it)= i Fliy)y"t™ 和 


并 作 替 换 y = e*, 于 是 有 


(a+ 记 = [ 名 (Fiew)eewjettwdu 


那么 , 因为 由 通常 的 Fourier 逆 变 换 有 


Flies)ew = 工 由 ma 十 询 eridt 
2r /-- 


故而 得 到 了 
了 
Py) = / ya 
沿 着 图 9.5 的 积分 路 径 移动 , 并 设 T 一 +oo， 
于 是 我 们 有 
1 12—atioo Re 
Fo 直人 say 
= 去 J B12 一 s)y- (ds 
i 
a TB(s)y’ 2ds 


2 1 fotio 1\-s 
= 扩 (s, (3) ds 
es 名 y 

1 
= -=p (83) 
y 
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也 就 是 说 , 有 


了 ( 呈 ) -yet 


由 此 便 得 到 了 
F (3) = 212F(z). 
因此 , 由 (B-1) 有 a(1) = 1, 故而 
F(z) _ q+a(2)g + 1+a(2)gt+.… 
A(z) 94+T(2)92 十 … 1+7(2)g+:…. 
为 5L2(Z) 不 变 , 从 而 在 基本 区 域 上 (包含 了 ico) 为 全 纯 , 故 为 常 值 , 并 取 z 一 ioo 
得 常数 为 1. 所 以 F(z) = A(z), 于 是 a(n) = r(m). 
进一步 我 们 需 注意 , 要 看 出 在 上 述 积分 路 径 平 行 移动 时 在 与 实 轴 平行 部 分 上 的 
积分 当 了 一 +co 时 趋向 0, 必须 使 用 条 件 (B-4) , 并 且 还 需 用 到 下 面 的 两 个 结果 : 
(PL) Phragmkn-Lindelaf 定理 : 
设 在 mi < Re(s) < oa 中 的 全 纯 函 数 @(s) 对 于 某 个 常数 j 满足 下 面 的 条 件 : 当 
lIm(s)| 一 oo 时 有 


&(s)=0O (em 站 § 
且 在 Re(s) = ct ca 上 , 当 |Im(s)| 一 co 时 存在 常数 M 使 得 
®(s) = O(|Im(s)|™). 
于 是 此 时 在 ol < Re (s) < oz 时 成 立 
&(s) = O(lIm(s)|™). 
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(S) Stirling 公式 
当 |Im(s)| 一 o0 时 成 立 


IF(s)| ~ e Ye V57lIm(s)ae(). 


(PL) 说 的 是 , 某 个 函数 在 竖 直 区 域 上 满足 一 个 弱 条 件 , 但 在 边界 上 如 果 成 立 一 
个 强 条 件 , 则 此 强 条 件 便 在 整个 竖 直 区 域 成 立 ， 在 ol = 12 - a,，o2 = a 的 情形 ， 
将 (PL) 应 用 于 最 初 的 那个 B(s), 那么 由 B(s) 有 界 , 又 取 / = 0, 则 根据 (B-2), 在 
Re(s) = oz = a 上 便 有 


二 oo 
于 是 应 用 (8) 则 有 
®(s) = O(Im(s)|-) 
(更 进一步 是 O (e-“Imm(91) 这 样 的 形式 ), 这 样 ， 根据 函数 方程 (B-3) 知 该 估 值 在 
Re(s) = cl = 12 - a 上 也 成 立 ， 因 此 可 应 用 (PL) 于 M = -1， 所 以 积分 路 径 可 
以 平行 移动 . 上 
定理 9.8 所 说 的 是 , 成 立 下 面 的 对 应 关系 
下 的 自 守 性 一 ; 更 的 函数 方程 . 


在 87.2(a) 所 使 用 过 的 关系 式 


(2) 一 6(s) 
以 及 在 89.2 (a) 所 用 过 的 方法 4 
logn(z) — ¢(s)C(s + 1) 


等 等 , 都 是 类 似 的 例子 . 还 有 , 上 面 给 出 的 定理 9.8 中 数 12 是 重要 的 . 譬如 将 其 换 作 
8 时 , 我 们 已 知 并 不 存在 满足 (B-1) 一 (B-4) 的 a(n)( 参 看 89.6(b) 的 定理 9.21). 


89.4 实 解 析 的 Eisenstein 级 数 


在 此 我 们 将 引进 实 解析 的 Eisenstein 级 数 E(s, z), 并 研究 它 的 Fourier 展开 . 其 
结果 不 仅 限于 自 守 函 数论 , 而 且 可 以 从 二 次 型 理论 、Laplace 算 子 理论 (二 维 环 面 情 
形 ) 等 方面 进行 解释 (按照 这 种 解释 , 马 (s, z) 被 称 做 Epstein ¢ 函数 及 谱 C 函数 之 类 )， 
它 处 于 现代 数学 的 中 心 位 置 . 作为 应 用 我 们 将 给 出 Riemann ( 函数 C(s) 在 Re (s)=1 
上 不 具 零 点 ( 像 在 87.3(a) 所 看 到 的 , 这 是 素数 定理 证 明 的 关键 所 在 ) 的 另 一 个 证 明 
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作为 另 一 个 应 用 , 我 们 还 将 叙述 ¢ 解析 延 拓 法 中 的 Rankin-Selberg 方法 . 在 89.5 将 
可 以 看 到 对 Kronecker 极限 公式 的 应 用 . 


(a) 五 (s, z) 的 基本 性 质 
考虑 关于 上 半 平 面 的 变量 > 与 满足 Re (s) > 1 的 复数 s 的 级 数 


1 Jm(z)* 
E(s,2)=3 
2 .2 +d 


1 —2. 
=3a 2 loz+d 
(c,d)=1 


这 是 个 绝对 收 和 敛 的 级 数 , 从 而 是 = 的 实 解析 函数 . 我 们 集中 叙述 E(s,z) 的 基本 性 质 
于 下 . 


定理 9.9 


CD 对 于 所 有 的 C 衣 E SL2(Z) 成 立 


(2) 具有 Fourier 展开 


ces-D , _。 
《29) 


be $01_2s(m) VIK, #3(2rmy) cos(2rmz). 


E(s,z) = y+ 


pe 


其 中 ， 
Cs) = "iT(3)¢(s), 


= 3 上 exp (- (+ 1)) uldu 


~ /Ee (z 一 +oo) (变形 Bessel 函数 ). 


特别 地 , 妃 (s,z) 对 于 所 有 s Ee C 可 解析 延 拓 为 亚 纯 函 数 . 
(3) 令 下 (sz) = C(2s)E(s,z), 则 其 满足 函数 方程 


B(s, 2) = B(1 — s, 2). 
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(4) 已 (s,z) 为 上 半 平 面 上 的 Laplace 算 子 的 特征 函数 : 
2 
(Bs 十 总 )ate 2) = s(1 — s)E(s, 2). 


[证明 ] “GD 只 要 对 于 SL2(Z) 的 生成 元 
ab i 和 二 0 -1 
cdl ol \l1 0 

能 证 明 训 可 以 了 -对 (， 1) # 


3 
Bostl)=3 2 [iterar = (2), 


(cd)=1 
而 对 有 
1 0 
有 Im(——)* 
(s,——)= 3 7 
上 ?aa |S+dl 
再 利用 本 村 
E23 ‘mlz mlz 
Im(-=) = Im(-33) Wi 下 一 a 
便 得 到 | a 
y 
3 本 丹 (cd)=1 laz -os Bay): 
(4) 只 需 计算 偏 微分 便 知 . 


(3) 则 可 利用 (2): 由 
Els,z) = (2s)y’ + C2s 一 Do 


oo 
十 本 > me -#01 2s(m) VYK. 3 (2rmy) cos(2rmz), 
m= 


B(1— s,2) = C2 —2s)y s+ C1 — 2s)y’ 


中 大 by m¥s02s 1(m) VIKY _,(2rmy) cos(2rmz). 


m=1 


在 其 中 , 如 果 使 用 函数 方程 ls) = C(1 - s) 以 及 
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© ”meiai-as(m) = mi 1(m), 

©® Ks(27my) = Ky-s(2rmy), 
则 知 有 谓 (1 一 s, z) = 鱼 (s, z). 为 了 给 出 @, 只 要 给 出 更 一 般 的 

ot(m) = mto-(m) 
就 行 了 , 事实 上 我 们 有 
at(m) = 2 于 (人 = A _t(m). 
下 < 示 行 3[ (3 (e+ :)) wr 

中 作 变 量 蔡 换 = 二 则 成 立 


Ks(z) = 3 em(- 去 (一 $49) ve EK) 


下 面 证 明 (2). 其 基本 的 做 法 是 从 EE(s,z + 记 ) 在 z 一 z+1 下 不 变 的 事实 (周期 
性 ) 出 发 , 由 于 可 以 展开 为 Fourier 级 数 


至 于 @, 在 


Ba- Dane 


从 而 只 要 计算 3 
am(y) = kh E(s,2+iy)e "imrdy 


就 可 以 了 (参照 811.2(a)), 这 里 所 使 用 的 积分 计算 没有 太 轻 松 的 方法 . 我 们 首先 将 下 
式 分 为 两 部 分 : 


B(s,z) = 7-T(s)C(2s) .二 7 et fa 

i 1 eu 二 

7 ; 交 Imz+ nl2s 

=[m=0 的 项 |+[mz# 0 的 项 | 

其 中 , 对 于 m,n 取 和 处 的 一 撤 “' ”表示 (m,n) 了 (0,0). 在 此 有 


m=0 的 项 | 一 nT(s) .了 > 诬 


一 TeT(8 yy 


n=1 


= 1°T(s)y’C(28) = C2s)y’. 
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这 便 求 出 了 第 一 项 (上 面 对 n 求 和 处 的 “' ”表示 n # 0). 其 次 , 我 们 考虑 


co 00 


mx 0 的 项 |= mr) 》 入 


m=1n=—o0 


i 


一 TeT(s)y2 立 到 ((mz + n)? 十 m2y2) 一 。. 
rr 


在 这 里 , 对 于 a > 0 应 用 
证 d 
/ 


则 有 


oo % 


mz 0 的 项 |=y :a 区 7 六 e—"{(mzetn) tm ur sdu 


m=1n=—o0 


进而 由 Poisson 求 和 公式 得 到 的 


2 7 
3 一 mr(mz+mn)2u 2rimmze 
e 一 三 e- 


m= 一 co n= 


便 知 有 


oo oo 


mz 0 的 项 |= ys bs 3 Us ee oi) 2nimnz 


m=1n=-o0 


Sy Ds Emmayauus 一 和 全 
十 2y” 和 之 Cf Ee-(mmayrut rae) 侍 ) cos(2rmnz). 
其 中 前 面 的 一 项 为 
的 Dm?y?) -er ( 本 3) =yl -sr-(—#)Tr (: i 3) C(2s — 1) 
m=1 


=y °C(2s — 1), 


而 后 面 的 那 一 项 的 积分 在 作 了 变换 v = 翅 u 后 成 为 


fe (rm2y? ue = 广 emmniorb)y s#dv (A 
0 


v \my 


= 个 加 “2 . K,_3 (2rmny). 


my 
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mz 0 的 项 |= C(2s 一 1)y' 


十 2y” 和 Dt ‘2. K,_3(2rmny) cos(2rmnz) 


m=1n=1 


=C2s — Dy 


+4 > > m2 mn) VYKs_3(2rmny) cos(2rmnz) 


m=1n=1 


=C(2s — Dy 


十 4 bp no 2s(n) VIR, 3 (2rny) cos(2rnz). 
n=1 
在 其 中 的 最 后 一 个 变换 里 , mn 被 新 的 ”所 替换 . 综合 上 面 的 计算 得 到 
B(s, z) = C(2s)y + Cl2s — yr 
十 4 > mm-#01_2s(m) VYK. -2rmg) cos(2rmz)， 
m=1 
从 而 得 到 了 (2). 至 于 E(s,z) 可 以 解析 延 拓 到 所 有 se C 上 , 由 各 个 Fourier 系数 为 
解析 以 及 从 积分 表示 有 Ks(y) = O(e-Y) (y 一 +oo) 得 到 (参照 811.2(b)). 还 有 , 当 
取 (2) 的 Fourier 展开 


Bls,z) = Dane 


时 (此 系数 可 视 为 Riemann 猜想 的 类 比 ) , 记 
4 2s — Ds 二 
on) = ”Soa 机 
2lml 012s(Im)VIK, 3(2rImly) 站 天 0 


其 中 的 ao(y) 按 惯例 被 称 为 实 解析 Eisenstein 级 数 的 “常数 项 "( 准 确 地 说 , 是 相对 于 
Zz 的 常数 项 ). n 
(b) 实 解 析 Eisenstein 级 数 的 应 用 (从 GL(2) 到 GL(1)) 
素数 定理 (第 七 章 , 定理 7.5) 


"(7) 


多 
Me (z 一 oo) 


的 证 明 关键 是 
C(s) 在 Re (s) > 1 不 具有 零点 
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这 个 重要 的 事实 (定理 7.3; 证 明 由 Hadamard 和 de la Vallée-Poussin 在 1896 年 给 
出 ). 这 个 事实 在 与 Riemann 猜想 的 关联 上 也 是 重要 的 . Riemann 猜想 等 价 于 


(9) 在 Re(s) > 于 不 具有 零点 


(如 果 已 知 1 > Re (s) > 3 时 无 零点 , 则 由 函数 方程 C(s) .5(1 - a) 得 出 在 0 < 
Re(s) < 二 时 不 具有 零点 ) 因此 , 对 于 于 < a < 1 可 以 期 望 能 得 到 结果 


C(s) 在 Re(s) > a 不 具有 零点 ， 


在 Hadamard 和 de la Vallée-Poussin 之 后 过 了 100 年 , 人 们 仍然 不 能 把 他 们 a = 1 
的 结果 (即便 是 a = 0.999999999) 变 成 a < 1 的 结果 . 按照 这 个 观点 , 那么 C(s) 在 
Re (s) > 1 不 具有 零点 的 结果 中 ,“1” 是 迄今 最 好 的 了 . 

正 是 由 于 这 样 的 情况 , 如 果 能 给 出 C(s) 在 Re(s) = 1 上 不 具有 零点 的 新 证 明 
(Re(s) > 1 上 无 零点 可 立即 由 Euler 积 得 知 , 这 一 部 分 没有 问题 ), 那么 这 就 是 一 
个 非常 深刻 且 有 趣味 的 事情 . 其 中 的 一 个 证 明 便 是 使 用 实 解析 的 Eisenstein 级 数 给 
出 的 . 


Re(s) = 1 上 (s) 关 0 的 另 一 证 明 假设 C(1+ito) =0 (to 关 0). 令 so0 二 地 钾 . 


soz) = C2s0)y" + Cl2s0 — Dy 
+4 mso $0 2s0(m) VIK,, 3(2rmy) cos(2rmz) 
m=1 
Cl2s0) = C1 + ito) = 0， 
Cl2s0 — 1) = lito) = C1 ~ ito) = A1 +ito) =0. 
在 这 里 使 用 了 C(s) 的 函数 方程 及 镜像 原理 . 因此 有 


B(s0,2) =4》、 me-tat am (m) VYKs_3 (2rmy) cos(2rmz), 


m=1 


由 于 在 角 (s0,z) 中 没有 “常数 项 "(m = 0 的 项 ), 故 当 Imz -oo 时 它 急剧 减 小 . 
于 是 , 有 了 
F(z) = BE(so, z). 
那么 , F(z) 对 于 T= SL2(Z) 不 变 , 且 在 Imz -oo 下 急剧 减 小 . 现在 , 对 于 Re (s) >1, 
取 z=z+iy 为 上 半 平 面 的 变量 , 并 考虑 


a i 
&(s) = 有 j f dyP(z) (Tmz)’—?. 


89.4 ” 实 解 析 的 Eisenstein 级 数 .331 ， 


这 个 积分 区 域 为 图 9.6 所 显示 的 阴影 部 分 , 它 是 对 于 工 的 子 群 


-人 (| 


的 基本 区 域 Two\H: 
dzd 
TB(s) = 人/ Ws Pla)(Imz) Ta. 
对 -去 0 去 条 
9.6 
将 此 基本 区 域 分 解 为 


Te\E= [| >GNB). 


7EFe NT 


其 中 ,7 人 遍历 TNF 的 完全 代表 系 . 简单 的 计算 表明 Too\T 的 代表 系 的 元 + 一 站 


1-1 对 应 于 (c,d) = 1. 因此 , 利用 < 为 不 变 (进一步 说 是 SL2(R) 不 变 ) 的 事 


实 , 则 有 
dzdy 
亚 (s) = F 
(s) 了 (/ A (ma) 1 


> fe Plo)(imye) 


> (myz)’ ey 
TYEFe NT 7 


2 


TYETe NT 


= 人 。 F(z) [到 


=/ F(z)B(s,z) 
n\n 
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其 中 我 们 用 到 了 对 于 y 一 ( 3" er 有 


从 而 


1 ” ns 
RE lez +adl2" 


这 样 , 我 们 便 知 等 式 


/ee F(z)B(s, J = / ( [ : ,Fam] y 2dy 


对 于 Re(s) > 1 成 立 . 其 中 , 因为 在 右 端 F(z) 的 Fourier 展开 没有 “常数 项 ”, 从 而 
有 了 


人 F(z)dz =0. 


因此 ， 
A F(z)BE(s, J =0 


进而 乘 以 6(2s), 于 是 , 对 于 Re (s) > 1 成 立 
人 F(z)B(s, 2) 和 
因此 根据 解析 延 拓 ， a 在 此 令 s = so, 那么 因为 


F(z) = EB(s0,z), 


=0. 


故 


/OP P=0. 
n\H 


因而 F(z) 恒 等 于 0. 那么 F(z) 的 所 有 的 Fourier 系数 应 该 全 为 0, 但 是 , 譬如 第 一 
个 (m = 1)Fourier 系数 


Ks -3(27Y) = Ku (27y) ~ 他 外 一 +co) 


关于 y 不 可 能 恒 等 于 0, 从 而 引出 了 矛盾 . 因此 , (s) 在 Re (s) = 1 上 不 具有 零点 上 
有 关 方法 论 的 评注 
上 述 证 明 应 用 了 从 Eisenstein 级 数 E(s, z) 这 个 一 般 线性 群 GL(2) 的 自 守 形式 
到 Riemann ¢ 函数 6(s) 这 个 GL(1) 的 自 守 形式 C 的 转化 . Wiles 的 Fermat 大 定理 
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的 证 明 也 同样 利用 了 从 GZ(2) 到 GZ(1) 的 转化 ( 像 要 在 812.2 (d) 中 叙述 的 那样 , 因 
利用 GL(2) 的 Sym2, 有 人 也 应 用 了 从 GL(3) 到 GL(2) 的 转化 .) 这 恰似 从 二 阶 看 一 
阶 可 以 很 好 了 解 一 阶 的 情形 . 至 于 将 B(s, z) 对 s 进行 解析 延 拓 的 方法 , 在 这 里 除了 
所 使 用 的 Fourier 系数 的 解析 延 拓 方 法 外 还 有 几 个 证 明 是 由 Selberg 给 出 的 . 按照 它 
们 , 反 过 来 则 可 以 知道 Fourier 系数 的 解析 延 拓 . 例如 , 已 知 


Cl2s—1) 
Sl2s) 
为 全 平面 上 的 亚 纯 函数 ， 其 中 , 在 Re(s) > 3 上 分 母 为 绝对 收敛 从 而 全 纯 ,因此 
再 看 一 看 分 子 就 明白 了 ，C(s) 在 Re(s) > 0 为 亚 纯 . 反复 如 此 进行 , 则 知 6(s) 在 
按 
过 


%(s) = 


Re(s) > -1，Re(s) > -2,…… 均 为 亚 纯 ， 从 而 在 全 平面 亚 纯 . 进一步 看 ,因为 
Selberg 的 方法 (Selberg 迹 公式 的 一 部 分 ) 得 知 w(s)p(1 一 s) = 1, 故而 也 就 知道 
Cls) 的 函数 方程 (然而 , 难于 知道 它 的 全 纯 性 ). 这 样 的 一 些 事实 也 可 进一步 推广 到 对 
于 一 般 群 的 自 守 形式 的 情形 . 譬如 , 对 于 GL(n) 的 自 守 形 式 的 工 函数 的 情形 , 也 可 
证 明 “在 Re (s) > 1 没有 零点 ”的 事实 , 其 方法 也 只 是 使 用 了 GL(n+1) 的 Eisenstein 
级 数 而 已 . (参看 第 11 章 ; 只 使 用 了 像 定 理 7.3 的 证 明 那 样 的 Euler 积 的 方法 , 而 没 
有 用 高 阶 Euler 积 的 情形 .) 


(c) Rankin-Selberg 的 方法 

自 守 形式 〈 的 解析 延 拓 方法 之 一 可 以 应 用 到 E(s,z) 上 . 在 89.3 中 , 我 们 对 A 
的 自 守 性 进行 了 Fourier 变换 (Mellin 变换 ), 并 证 明了 Z(s,A) 的 解析 延 拓 以 及 函数 
方程 , 在 这 里 , 用 


Ls,A)=T] -jp 一 二 22 
= Ta 一 azp-)(1 一 pop) 
由 张 量 积 构造 出 两 类 的 4 次 积 : 
Ze,A@A)= II (1— op °)(1 一 apBpp *)(1 — Poorp ")(1— Pop 5 

=C(s—11)L(s,Sym?A) 

以 及 

L(s,A® E12) = orp )( — arp p )(1 — Ppp)(1— Bop" p )] 

= 0 A)L(s — 11,A), 


我 们 来 证 明 它们 的 解析 延 拓 并 给 出 函数 方程 ( 稍 许 一 般 化 ). 留意 一 下 , 这 样 , 后 一 个 
方程 便 可 给 出 L(s, A) 解析 延 拓 的 另 一 个 证 明 . 这 里 用 的 方法 是 在 1939 年 左右 由 
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Rankin 和 Selberg 所 发 现 的 , 称 之 为 Rankin-Selberg 方法 , 可 以 使 用 它 来 做 各 种 各 
样 的 推广 . 


定理 9.10 (Rankin-Selberg) 


已 知 区 
f(z2) = Da(n)g", 
n=1 
g(z) = b(n)g", 
n=1 
设 对 于 整数 大 > 0 满足 下 面 的 条 件 (i), (ii): 


的 对 于 所 有 的 : 1 eT=SL2(Z) 有 


LN 


yg (天 = (cz + d)*g(2). 


了 (E43) = (e+ a6), 


Gi) a(1) = 6(1) = 而 a(n),b(n) 为 被 某 个 常数 C 的 O(nC) 所 控制 的 实数 ， 
并 令 


L(s,f)= > an)n 


er 
L(s,9) = 六 so 
以 及 的 
Z(s, 力 = 工 G -a(p)p +p >) 
二 Ta 一 oa(p)p-*)(1 一 az(p)p-5] 一 
工 (sg) = Ha 一 bz(p)p 一 十 大 2) 
= Ta —Pi(p)p™*)(1 一 Ba(p)p 
这 时 , 令 


L(s,f ®9) = — or(p)Bi(p)p™")(1 — olp)B2(p)p™) 


了 


x (1 ~ oaz(p)B)p)(1 — a2(p)B2(p)p ")] 
则 成 立 
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(DZ(s,7@9)=5(2s 一 2 十 2) 7 a(n)b(n)n— 
(2) L(s, 有 @g) 可 解析 延 拓 为 全 "> 平面 上 的 亚 纯 函 数 ， 且 
Els,f @ 9) =Te(s)Te(s —k+1)L(s,f @9) 
满足 函数 方程 
L(s,f ®9)=L(2k—1— s,f ®9), 
其 中 Tc(s) = 2(2r)-sT(s). 
[证 明 ] 证 明 (1). 因为 由 条 件 (ii) 得 知 a(n),b(n) 为 乘 性 函数 , 故 有 
Dot)n =I 区 ste) 、 
» 


n=1 1=0 


进而 , 根据 条 件 (i) 有 


= 1 
Do) 


l=0 
1 


Ca om) 


=(L+aa(p)ju 二 aa(p)2u2 十 …)(1+aau 十 aa(p)2w2 十)， 


于 是 得 到 
ao0) = oi(p)! + oi(p)T lo2(p) + + oi(p)a2(p)! + a2(p) 
_ oa) 一 az) 人 
aa(p) -a2(p) 
( 当 oi(p) = az(p) 时 ， 下 同样 有 
Ey (p)+1— Ba(p)'+! 
0) = 
计算 寡 级 数 有 
党 a(p )b(p )u 
1=0 
/a -arp 一 BA， 
-各 aa 加 一 ooO) ) Bp) — Balp) )* 
a 1 { a1(p)P1(p) 
(ai(p) — a2(p))(Bi(p) — Ba(p)) \ 1— oi(p)Bi(p)u 
QP)Pap) az) _ _ 02(p)B1(p) } 
1—a2(p)Ba(p)u 1 一 aa)po(p)u 1-a2(p)Bi(p)u 
1 — ai(p)a2(p)P1(p)B2(p)u? 


(Tap) Pu) — oa(p)Ba(p)u)( — oa(p)Pr (Pp)u)( — oo(p)Balp)u)’ 
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因为 
on(p)az(p)B1(p)B2(p) 一 De 


故 知 (1) 成 立 . 
下 面 证 明 (2). 首先 我 们 注意 到 , 由 于 


oh 3 
入 5 而 (/ em ) -2 (ntm)y 
1 


nm= 


到 ge 
[09ae = 
a 3 a(n)b(n)e—s"ny 
n=1 


故而 有 . 
人 ( 了 he) 的 


a L(s,f ®9) 
i C2s — 2k+ 2)" 


由 此 以 类 似 于 89.4(b) 的 方法 , 并 使 用 那里 的 记号 , 则 有 


(47) “TI(s)L(s, f ® 9) 


oo 旧 Re 
二 C(2s 一 2k 十 »/ (/ EF 1 ) yldy 
le 7 


= 2+ 1 


=C(2s -2k+2) 5 (foe) 


ETo\T y 


= C(2s — 2k +2) > (人 ear 


7EFwN 


=¢(2s — 2k+2) . f(z)9(2)y* ( 爱 oo 


TEFS NT 


drdy 


=¢(2s — 2k +2) /ee f(z)9(z)y: E(s—k+1,z) 现 


其 中 用 到 了 f(z)g(z)y* 根据 条 件 (i) 为 工 不 变 的 性 质 . 如 此 得 到 的 这 个 积分 号 内 部 ， 
是 s 的 亚 纯 函 数 , 故 考察 此 积分 收敛 性 得 知 L(s, f @ g) 是 个 亚 纯 函数 . 函数 方程 则 
由 


zeg -ze 人 Gj Be kt 2 


得 到 . 和 
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在 这 个 定理 中 令 


庆 e N (na™ 
2k n=1 > 


( 乘 以 常数 倍 并 不 怎么 重要 ), 由 于 ok-1(n) 是 乘 性 的 , 故 有 
工 (s,9) = 3 or-i(n)n™* =I 全 oo ， 
n=1 p NI=0 


再 由 1 — p+D(k-1) 
Gt) =1+p tt = 

而 得 到 Sn 

翅 se (Qo)(1= ply) 
从 而 

L(s,9) = 5(s)6(s —k+ 1), 

故 知 

L(s,f ®g)= L(s,f)L(s—k+1,7). 
因此 也 得 出 了 LK(s, f) 以 及 L(s, A) 的 解析 延 拓 (这 可 看 作 “ 从 GL(4) 到 GL(2) 的 应 
用 ”). 函数 方程 的 形式 也 与 定理 9.7 相 一 致 . 


再 有 , Rankin(1939 年 ) 将 该 定理 用 于 


L(s, A ® A) = ¢(2s — 22) 立 T(n)2n™s, 


2 
并 仔细 地 查看 在 s = 12 具有 一 阶 极点 的 情形 , 而 得 到 了 估 值 
T(n) = O(n ). 
这 对 于 在 定理 9.7 处 所 写 下 的 估 值 
T(n) = On5) 
中 的 6 改进 了 (小 小 的 )3， 这 是 个 朝 着 Ramanujan 猜想 (等 价 于 7(n) = On 号 +ej; 


参看 习题 9.5) 的 方向 前 进 了 一 步 的 结果 . Deligne 所 给 出 的 对 于 Ramanujan 猜想 的 
证 明 设想 便 得 益 于 Rankin 的 这 一 方法 的 启示 , 简单 地 说 , 即 只 要 考虑 对 于 不 断 增 大 


m 的 级 数 
Ye T(n)mmn 
n=1 


就 可 以 了 (Deligne 的 方法 比 起 代数 几何 方式 以 更 容易 处 理 的 形式 对 其 进行 了 阐述 ). 
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89.5 ”Kronecker 极限 公式 与 正规 积 


在 (a) 一 (c) 小 节 中 我 们 将 对 Kronecker 极限 公式 和 正规 积 给 予 系 统 阑 述 , 其 应 
用 则 放 在 (d) 一 (f) 中 叙述 . 


(a) Kronecker 极限 公式 


定理 9.11 (Kronecker 极限 公式 ) 
部 B02) = log(yiIA(a)D). 
[证 明 ] 对 于 
TQ) 29) 1 
Te)C2s) 


下 二 二 ms $0o 2s(m) VYK, 3 (2rmg) cos(2rmz)， 


E(s,z) 一色 十 


应 用 在 s = 0 的 Taylor 展开 
me-iT( -sj6(2-28) 1¢(2) 了 
GCC 一 "0s + [s 的 大 于 等 于 2 次 的 项 ]， 

4 


s 十 [s 的 大 于 等 于 2 次 的 项 ]， 


4 
Ts ~ COO) 


于 是 有 
BE(0,2)=1 
六 “20(a 
BE z)=logy+ 工作 沁 


六 而 2 mo1(m) VIK3 (2rmy) cos(2rmz). 
m=1 


其 中 的 cx(m) = > d 只 简单 地 以 c(m) 记 之 , 而 


dm 
sho 
(Euler 的 计算 ). 实际 上 , 在 


4- 把 


中 , 作 变 换 v = 2 则 有 
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.339 . 


因此 在 可 
(VazK3(2)) 3/ exp (- C+)) vi 


中 作 替换 外 二 艺 ， 则 有 
vy 


由 此 得 知 
V2zK3y(z) = Ce 


C= 1 ew-#dv =T Q = V7. 
于 是 , 便 有 


六 B(0, z)=logy— 3Y 一 > SY) ios cos(27m7). 
另 一 方面 , 由 于 
log(y°IA(2)|) = 6logy + log|A(z)| 
= 6logy + RellogA(z)) 


ee ee 1 
24. nm 
=6logy— 27y— 24 mw (Dio ) 


1 
ol 
= 一 6logy 一 2ry 一 24 > > py Ti cos(2rmnz) 


n=1m=1 
=6logy— 2ry—24 pb Sr) ed cos(2rmz), 
m=1 
故而 得 到 了 所 要 的 等 式 . 
这 里 的 “Kronecker 极限 公式 ”与 原 叙述 
lim(6(2s)B(s,z) — 3 过) 宇 人 —log2—log (valA(z)I) } 
的 形式 不 同 . 原 式 中 的 


7= lim (1+3+. togn) = 0.577.… 


no0 
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为 Euler 常数 . 由 函数 方程 再 (1 - s, z) = 到 (s, z) 知 , 此 结果 与 上 面 的 定理 是 等 价 的 . 
但 一 般 地 总 是 以 在 s = 0 的 微分 的 形式 来 简明 地 表示 . 


(b) 正规 积 
对 于 数列 a = (al oz,aa,…), 取 其 5 为 


如 (s) = .mg 
n=1 


当 它 在 s =0 的 邻 域 可 解析 延 拓 为 全 纯 函数 时 , 则 定义 iaz,aa,.… 的 正规 积 (nor- 
malized product) 为 


I oe = exp(—¢(0)). 
a 
这 一 定义 的 想法 是 : 在 有 限 数列 a = (a1,… ,av) 时 , 由 


N 
Sals) = 2 om 
n=1 
得 到 
N N 
人 (0) = 一 > log(on) 一 一 log 全 “) 
n=1 n=1 
因此 便 有 


N 
exp(-6(0) = TT er. 
n=1 
在 无 限 的 情形 取 正 规 积 会 得 到 许多 超出 想象 的 有 较 深刻 意义 的 东西. 在 其 后 我 们 可 
以 看 到 其 中 的 几 个 , 而 这 样 无 限 积 的 最 初 的 例子 是 由 Riemann (1859 年 ) 给 出 的 
下 ，- vu. 


n=1 


这 由 a = (1,2,3,…) 的 ca(s) 为 Riemann C 函数 


6 = Dn 
n=1 
所 要 求 的 值 正 是 
S(0D) = —310g(2") 
而 得 到 . Riemann 在 这 个 计算 中 使 用 了 〈(s) 的 函数 方程 (参照 87.3(q)), 在 此 我 们 将 
给 出 由 Lerch(1894 年 ) 在 更 一 般 情 形 下 的 证 明 . 回忆 Hurwitz 5 的 定义 : 
8,2) = Dn+z)™. 


n=0 


它 在 Re (s) > 1 时 绝对 收敛 , 并 可 解析 延 拓 为 整个 s 平面 的 亚 纯 函数 (参照 83.3). 
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“Bi 


定理 9.12 (Lerch 公式 ) 


ie 十 2) = 党 
9 T(z) 
TI 
B07) = 10g J 
[证 明 ] 令 
f(D) = C0,7) -gr 
我 们 按 下 面 的 顺序 来 证 明 i 
f(z) = 3108(27) 3 
(i) 7(z) = 0. 从 而 可 写 f(z) = az +b. 
多 f(z+1) = f(z). 从 而 f(z) = 六 
Gi) f (3) 三 二 Jog(2 吕 从 而 f( 三 一 log (on). 
2 2 
证 明 (i). 我 们 注意 到 有 
0) = 509 - 和 ler) 
首先 , 由 认 
Cez)=> +om (Re(s)>1) 
n=0 
有 
82 芭 
Bc,0) = 和 se+Dm+aT 
n=0 
故 


ba 污 2 
Bai<(07) = Ee 十 z)-2， 
另 一 方面 , 由 函数 的 积 表达 式 


(Y= 0.577.… 为 Euler 常数 ) 有 


-ugro) =logz +75+ Do (og (1+2) -2), 


n=1 


a 
3 logT(z) = — Dn -D+ 
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此 得 到 f(z) = 0. 


证 明 ( 芝 . 由 
(sz+1)= SG (z+1))™= (+ 了 十 到 一 一 《ez) 一 2 
n=0 n=0 
有 
R20,2+ 区 = 让 C0,2) 十 logz. 
另 一 方面 ， 
T(z +1) = zr(z), 

故 


logT(z +1)= logT(z) + logz. 


因此 得 到 f(z + 1) = f(z). 
再 证 明 (ii). 我 们 来 计算 


-#9) -mr 


由 
《 人 3) 3 @ 让 3) 2 Der +1)™ = (2° — 1)¢(s) 
得 到 
a (6 3) = (log2)¢(0) = —# log2. 
再 利用 
3) = fF ei (u= 7?) 
一 2 sag = V1, 
人/ Vi 
最 后 得 到 了 / 9 = -1og(2n). 1 


推论 9.13 (Riemann) 
I[ "= var. 
n=1 


[证 明 ] ”在 定理 9.12 中 令 > = 1 即 可 . (这 个 结果 可 解释 为 “oo = V57.) 日 
那么 , Kronecher 极限 公式 (定理 9.11) 若 使 用 正规 积 则 可 改写 为 下 面 的 形式 . 
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定理 9.14 (Kronecker 极限 公式 ) 
lez+dl 6 二 

1 A(z 

GO II a = (yA(z)))™ 


(ed)=1 
© HA). 
[证 明 ] 证 明 (1). 令 
cz+dl\ 一 
oo 
则 有 
pi(s) =2E 他， 

故而 有 


必 O= 吕 BO, 习 = 革 og(oslAG) 
下 面 证 明 (2). 令 


(i) 


则 有 
pa(s) = 2C(s)E (3,2) 
故 
邮 加 = -3 辣 B0 汪 -iogCm .EE(0,)， 


那么 利用 E(0,z) = 1 以 及 


另 Booa= iogslAG) 
就 得 到 了 证 明 . 
正规 积 不 存在 的 例子 
正规 积 首 a 不 一 定 存在 . 


Oan = (n=1,2,.…): 
此 时 ， 


-D2 - 四 i 


它 以 s=0 为 极点 . 因此 be 不 存在 . 
@ an =pn (n= 1,2,…) 为 第 nn 个 素数 : 
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此 时 
Ca(s) = > 00 
n=1 
为 在 Re(s) > 0 上 的 解析 函数 (具有 不 一 定 是 极点 的 奇 点 ), 并 且 Re (=0 为 其 自 
然 边 界 (Laudau-Walfisz, 1919 年 ). 特别 地 , s = 0 是 个 本 性 奇 点 . 因此 I pn 不 存在 . 
(c) 行列 式 表示 
Lerch 公式 也 可 解释 为 行列 式 表示 : 


二 一 二 


n=0 
其 中 
D=t 对 :CH 一 CI 


此 时 DD 的 特征 值 为 n = 0,1,2,…, 而 相应 的 特征 函数 为 如 (Dt" = nt"). 另外 , 行 
列 式 Det 是 “正规 行列 式 ”, 即 对 于 矩阵 4 ( 算 子 ) 的 行列 , 定义 


Det4= JI 入 . 
和 4 的 特征 值 


因此 , 像 在 第 七 章 所 见 (按照 阿 代 尔 的 观点 ) T 函数 是 ¢ 的 “无 限 分 量 ”, 那么 考 
处 4 的 中 间 分 量 是 很 自然 的 . 进一步 说 , 在 FT(s) 情形 的 “Riemann 猜想 类 比 " 可 考 
处 为 呈 (s) 的 极点 全 在 实 轴 Im(s) = 0 上 ”. 这 样 来 看 的 话 , Lerch 公式 便 是 说 < 是 
一 个 适当 的 算 子 的 行列 式 (特征 多 项 式 )”: 
Zet 上 Det 
这 可 以 看 作 一 个 一 般 性 猜想 中 的 一 个 环节 , 这 是 在 1915 年 由 Hilbert 和 Pdlya 提出 
的 关于 Riemann ¢ 的 一 个 猜想 . 已 被 确认 了 有 这 样 的 行列 式 表示 的 5 有 

(1D) 同 余 6: 有 限 域 上 的 代数 入 的 ¢ (参看 87.4)， 

(2) Selberg 6: Riemann 流 形 的 < (参看 第 十 一 章 )， 

(3)p 进 《 (p 进 工 函数 ): 相当 于 岩 泽 主 猜想 (参看 第 十 章 ) 等 等 
它们 显示 出 了 各 种 各 样 非常 重要 的 事实 . 特别 地 , 在 (1) 与 (2) 的 情形 中 , 由 这 些 行 
列 式 表示 可 以 将 的 极点 和 零点 解释 为 特征 值 , 其 结果 推导 出 了 类 比 的 Riemann 狂 
想 成 立 . , 
还 有 , 在 (1) 与 (2) 中 出 现 的 算 子 是 Frobenius 算 子 (的 对 数 ) 和 Laplace 算 子 
(的 平方 根 ) 它们 在 各 自 的 理论 中 起 着 中 心 的 作用 .在 (3) 中 应 该 也 会 出 现 所 说 的 
“ 岩 泽 算 子 "( 参 看 810.0(e)). 这 样 一 来 , ¢ 的 行列 式 表示 便 表现 为 理论 的 核心 了 . 行列 
式 表示 所 留 下 的 4 为 Riemann ¢, 以 及 Dedkind ¢ 等 等 原本 都 是 数论 的 C, 还 有 待 将 
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它们 解释 清楚 . 
(d) A 的 变换 公式 


Kronecker 的 极限 公式 (定理 9.14) 可 以 用 来 证 明 A(z) 的 变换 公式 . 这 是 在 89.2 
的 定理 9.4 中 作为 方法 (2) 所 叙述 的 ， 我们 来 进行 一 点 补充 ， 在 定理 9.14 里 , 令 
z 二 记 则 


此 有 


于 是 有 了 


A (2) =yuA(iy). 


这 样 便 知道 A (3 = z12A(z), 从 而 得 出 A(z) 的 变换 公式 . 
(e) Ez 的 变换 公式 
令 
El(z)=1-24D ca， 
n=1 
这 里 , o(n) = oa(n) = es 它 具 有 “ 权 2 的 Eisenstein 级 数 ”的 性 质 . 然而 , 像 在 


89.6 将 要 证 明 的 那样 , 在 SL2(Z) 的 情形 , 权 2 的 全 纯 自 守 形式 只 有 0, 确切 的 意思 
是 说 , 不 存在 权 2 的 Eisenstein 级 数 . 


定理 9.15 


(1) BE (-!)= 22B2(z) + 虹 . 
(0) Bal) =2. 


四 二 5 = 
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ER 全 (4) = z2A(z) 两 端 取 对 数 微分 . 因 


“(四 -各 - 翅 委 


故 有 
Ek ( (3)) 3 2 二 忆 re 全 
另 一 方面 , 由 于 
log(z?2A(z)) = 12logz + 2riz 一 2 空中 区 
n=1 
oo 
去 呈 log(z12A(z)) = 地 a Swe 
因此 ， 
元 二 24 二 ee 他 - 起 i 4 
这 恰好 就 是 | 
五 外 (-z)= 二 + 外 (2) 


(2) 在 (1) 中 若 令 z = 忆 则 


Bl) = -El) + 5. 


因此 
Eli)= = 
(3) 根 据 (2), 有 
将 左 端 以 Lambert 级 数 改 写 , 则 为 


注 记 因为 由 (1) 的 证 明 有 


me 下 dz Elog A)(z)=1— “9 = E2(z), 
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若 能 够 直接 证 明 
Ea(-2) = zBE2(z) + 全 ， 


则 可 反 过 来 推导 出 A 的 变换 公式 : 因为 
ge (fen) 8D 
=- 至 @(- :i) — 2riEa(z) 


-汉人 -ao 


Zz 
2ri .62 _ 12 
z 


从 而 存在 常数 C 使 得 

A(- 习 一 A(zlCzl2， 
令 z=i 得 到 C =1. Es(z) 的 变换 公式 的 “直接 证 明 ” 是 Hurwitz (1904 年 ) 利用 了 
条 件 收敛 级 数 


(2) = a > ei) mn) #00,0) 


给 出 的 (参照 J.-P. Serre 的 《A Course in arithmetic》, GTM 7). 再 有 , 对 Bz(z) 关于 


E 可 < SL2(Z) 的 变换 公式 


A 个 出 3 = (cz+d2A() 


cz+d 


取 对 数 微分 得 到 


及 (3) = (cz+ qd)? Ba(z) + BE). 


(f) A(i) 与 Ba(i) 的 计算 
仿 1 
A = 2.62205.…. 


这 是 双 纽 线 z? +y? = V22 二 到 的 半 周 长 : 在 极 坐标 表示 r? = cos(29) 下 计算 即 可 
(图 9.7). 使 用 工 函数 则 有 
Ne 
m=2-3r 和 人) 所 
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这 可 通过 下 面 的 计算 得 知 : 在 此 积分 中 作 变 量 替换 > = w# 则 有 


其 中 , 对 于 a,b > 0， 
1 
B(a,b) =/ ao-101 一 四 和 -ldu 
0 
为 8 函数 , 我 们 有 


_ T(o)r(b) 


OT 


其 证 明 如 下 . 由 
T(a) = ze ie-adz， TU = A Wlevdy 
0 0 


得 到 ooe oo 
FargW= 人 feeterardy, 
0 0 


对 其 作 变 量 替 换 
r=ut vu € [0, 1], t € [0, +00) 


y= (1— wt 
T(a)Tr(b) = J > du 0 U1(1 — wu) lero det 
0 0 
= B(a,b)T(a + 0b). 


因此 有 y 
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再 由 公式 
rr- = 
便 求 出 了 
1 全 
二 
定理 9.16 
(D) I (m2 + n?2) = 4n2A(i)s = dr?e-§ 和 Ge-2"n). 


Re 4 n=1 
(2) 着 (m2 + mn2) = 2m2 = 8 

人 1 24 
(3)A(G) = e-2r a ee-2rn)24 = ( "oO 


8 
3T(=— 
WE) =3 (2) = (a 


8 
ee 3 4 工 

(DR 天 下 去 和 (2) 六 a 局 0 yy 2 

[证 明 ] (1) 由 在 Kronecker 极限 公式 (定理 9.14) 中 令 z = i, 而 后 取 其 平方 即 
得 . 但 在 取 平方 时 , 我 们 使 用 了 对 于 正规 积 来 说 , 如 果 c > 0, 则 成 立 

Je- (I") 

的 这 个 事实 (由 定义 立即 得 知 ). 

(2) 使 用 在 第 七 章 87.5 中 所 证 明 的 Dedekind ¢ 的 分 解 


Gotv=D(s) = 5(s)Z(s)， 


L(s)=L(s,x-1) = BD (-1) Tn. 
nn: 寿 数 


像 在 第 七 章 所 看 到 的 那样 , 由 于 


Satv=D(s) =3 DY (mtn) 


mn=—o0 


故 
II (m+n)=exp (0)) A 


mn 一 一 oo 
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我 们 来 计算 
av=D(0) = C0)L(0) + (0)L'(0). 
在 第 三 章 83.3, 我 们 已 知 
0)=-5 LO0)=53, 
又 由 推论 9.13 有 
CD) = -10g(27). 
因此 , 剩 下 的 只 是 L'(0) 的 计算 . 利用 


LO = mt m+ 
m=0 m=0 


TC 


4 
应 用 Lerch 公式 (定理 9.12) (还 有 , L(0) =C 人 二 本 (03 =), 则 有 
1 3 
(0) =1o uu "(2 sllog4) l= 2 
gE VV 于 gE VY 于 g 3 g 全 ， 
4 
由 公式 
. _ sinnz 
I 
得 知 
in 一 > 
L(0) =log (的 3 —log2 =1log (© ie) 
因此 , 求 出 了 


Pa 
Cav=n(0) = -zg | = 全 J- 


于 是 得 到 了 (2) 中 按 工 表示 的 那 一 部 分 , 从 而 按 wm 的 表示 的 部 分 也 就 知道 了 . 
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(3) 由 (1) 和 (2) 推出 .( 这 个 公式 是 由 Lerch 在 1897 年 发 现 的 , 并 由 Chowla- 
Selberg 于 1950 年 左右 重新 发 现 .) 

(4 由 EE(i) = 12A(i)# (89.2(c), 推论 9.6) 得 知 . 

(5) 由 于 


4 
i -KOE = 大 及 的 
得 到 . : 1 
补充 1 将 这 里 的 等 式 汇集 在 以 
EN 1 ,mt+nt— 6m2n? 
> mitn)s po (m2 十 m2)4 
为 中 心 的 计算 里 , 便 有 了 下 面 这 样 的 式 子 : 


se 1 ne Cn3 
Ze mat +) 


rm 一 一 oo 


15 


8 
< 对 车 
**** 96072 
Fo 
其 中 , * 的 数目 表示 了 困难 的 程度 . 请 读者 回想 一 下 . 
补充 2 ”使 用 Es = E3 同样 可 以 求 出 


4 oo 
二 ,1 = 年 IIa- sme 
n=1 


ee 1 


人 12) 


(参看 习题 9.3), 而 Hurwitz(1899 年 ) 则 利用 椭圆 曲线 y? = 4z3 -- 4z 发 展 出 了 其 他 的 
方法 . 我 们 在 此 作 个 简单 的 介绍 (同一 个 结果 由 几 个 不 同 的 途径 推导 出 来 , 这 在 数论 
中 经 常 发 生 , 而 这 种 等 价 性 暗含 着 某 种 深刻 的 事实 ). 对 于 椭圆 曲线 请 参看 第 十 二 章 . 
我 们 现在 考虑 的 椭圆 曲线 是 方程 


= 4 — g2r — gs 


中 gs = 4, gs =0 的 情形 . 这 时 p 函数 


1 所 ， 1 1 
?OT { -min (mi } 


mon 三 一 oo 
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满足 微分 方程 
纪 ( = 4p(u)? — 4p(u). 
又 , 在 4=0 处 展开 其 Laurent 级 数 则 有 
外 攻 1 条 
Plu) = 十 A 1) ( > ri ) ak-2. 


mn=—o0 


此 令 


~ 1 _ (2m)* 


m+n (4k)l e 


me 


(这 是 Q (Vv-1) 的 工 函数 的 特殊 值 ), 则 因为 


1 ， 世 24kek utkr-2 1 和 
5 二 本 “ 国 二 网 坟 证 填 妈 水 + 站 


6 世 24rek wit-4 6 4 
A 三 一 一 一 一 一 一 一 | 4 SE 
wr RE +t a +, 


利用 微分 方程 
P(u) = 6p(u)? 一 2 
得 到 递 推 公式 解 i 
= 亨 ; 
大 一 1 
(2k — 3)(4k — 1)(4k + Ler =35 (4 — 1)(4k -41—1) 全 etek-L 
l=1 


由 此 , 譬如 可 以 知道 


4 
4el = 24el 一 2， ze2 = 24e? 十 i 


el 


3 15 
于 是 求 出 了 
et 
10” 10” 130” 
04 = 43659 。_ 392931 
170° 再 
么 
那么 ， 3 
> (m+nis 15 


等 等 便 可 求 出 . 称 ex 为 Hurwitz 数 , 我 们 已 知 其 与 Bernoulli 数 B 同样 具有 深刻 的 
数论 意义 (Coates-Wiles, 1977 年 ). 


补充 3 wm 是 Gauss(1799 年 ) 由 研究 算术 几何 平均 数 时 发 现 的 量 , 作为 自 守 形 


式 /椭圆 函数 论 发 端的 事件 是 应 该 被 纪念 的 . 我 们 从 历史 的 意义 上 介绍 一 下 名 与 算 
术 几 何平 均 的 关系 . 
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当 给 出 正 数 a >b 时 , 由 ao = a, bo =b 递 推 地 定义 数列 {an}，{bn} 如 下 : 


onti = 空 计 呈 ( 舞 术 平 均 ) 
bn = VB (几何 平均 )， 


成 立 ao >a1>a2>…>bo>b>bo 及 


lan 一 如 | < 


ao 一 加 
2 


于 是 得 知 dm on = ,lim bn. 称 此 极限 值 为 算术 几何 平均 (arithmetico-geometric 
mean), 以 AGM(a, 6) 记 之 . 


Gauss 发 现 的 是 


AGM(V3,1) = 如 
这 个 等 式 . 更 一 般 地 Gauss 得 到 了 AGM(o,b) 的 公式 . 
定理 9.17 (Gauss) 
AGM(a,b) = ts 
0 Va?cos?0+b2sin?0 
[证 明 ] 将 上 式 右 端的 倒数 记 为 F(a,b). 以 z = btan9 作 替 换 , 有 


F(a,b)= 


学 ar 
3/ VT 大 CE 到 十 z2) 
进一步 作 替 换 y= 中 = 一任 ) mA 


有 dy Ey bn 
0 
因此 有 
F(a,b) = F(a1,b1) = F(a2,b2) =:…. = F(an, bn). 


于 是 , 令 AGM(a,5) = a 则 


2 /3 dg 
F(a,b)= lim F 一 下 (aa) = 二 一 
(0b) = ,lim F(an,bn) = F(a, 0) f py 


则 知 AGM(a,5) = F(a,b)-!. 
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特别 地 , 有 


AGM(V3,1)-1 = 


2 
La 
ww 
La 


另外 ,公式 Po, 四 = 下 ( 5， V6B) 是 祖国 卫 数 的 “加 法 公式 " 之 一 


89.6 SL2(Z) 的 自 守 形 式 


我 们 来 罗列 模 群 (modular group) T= SL2(Z) 的 基本 性 质 与 相关 的 自 守 形式 . 自 
守 形 式 作为 全 纯 的 与 实 解析 的 对 象 , 这 两 点 中 的 任 一 点 在 数论 中 都 是 非常 重要 的 . 


(a) 5L2(Z) 的 基本 性 质 


定理 9.18 
TO 
sg 人 (人 了 


[征明 设 y= | 2) ss 
起 ， 城 


( 当 c=0 时 , 则 有 oa=d= 二 l, 于 是 


这 时 定理 成 立 . 
(2) 当 e > 1 时 , 对 于 e 使 用 归纳 法 . 如 果 c= 1, 则 


C2 OC OEY 
ee 
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如 果 c> 2, 由 于 (c,d) = 1 故 可 表 4 为 d= cq+m 1 和 r<c 一 1 于 是 
国人 
7 le a i 0 WN 0. 
DN et re fo nN i TN 
cdl\o i/\1 o/\1 0 0 1 
-ar Dv sao A fadN® 
了 -cj\1 0 3 


由 归纳 假定 知 ， re 人 (人 kn 3) 


(3)c < 一 1 的 情形 : 此 时 有 


因为 -ce > 1 故 可 应 用 (2). E 
定理 9.19 令 
D= {+ul-3<e<v> vi} 
人 让 al> 装 } 人 e+- 本- i< < < 中 ， 
则 
SIa(ZJNE =D. 
[证 明 ] mr- 人 rsen 人 et 只 要 证 明 以 下 的 
C 


(1),(2) 即 可 . 
(对 于 ze 互 存 在 YerT 使 得 7zeDD. 
(2) 如 果 z,yz e D, 则 > = yz，( 就 是 说 , 对 于 z1,z2 e D, 如 果 ?72 = z2 则 


21 = 22.) 


(1) 的 证 明 : 固定 ze 如 MT 人 外 有 有 


Im(z) 


Met 


且 因为 
lez+ dl = (ez +d)? + (cy)?, 
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故 可 取 某 个 ye 使 得 Im(m1z) 达到 最 大 . 另外 还 可 以 选取 ne Z 使 得 ( 有 
的 实 部 落 在 | - 于) 之 中 . 那么 


便 为 所 求 . 要 证 明 此 断言 , 只 要 证 明 |7z| > 1 就 可 以 了 . 而 如 果 |yz| < 1, 则 会 有 
Im (@ 1 ") 一 Im (去 ) 三 加 的 > Im(7z) = Im(Y12), 


72 Iyzl? 


与 所 取 7i 的 条 件 相 矛盾 . 

(2) 的 证 明 : 只 要 证 明 Im(yz) > Im(z) 的 情形 即 可 (如 果 不 是 这 样 , 则 转 而 考 
虑 y-1z 与 > 这 一 对 )， 于 是 , 设 y = 人 小 则 有 lez + dl < 1， 那么 , 因为 
22+ 久 >1 -3 <z < 二, 故 由 

lez+dl? =e(r? +y)+2cdr + ad? 
2 
2-ld+d = (ua- 晶 

知 有 c=0, 土 1. 


() c=0 的 情形 : 此 时 , y 一 圭 名 从 而 yz = z+n, 如 果 观 察 其 实 部 , 则 


必定 有 n=0. 因此 ,y= 二 >: 人 Me 
人 c= 1 的 情形 : 此 时 , |z + d| < 1, 观察 图 9.1 知道 , 这 样 的 d 和 z 仅仅 有 
在 4=0, 有 |z|=1, (因此 , -3 <z<0) 
人 


上 面 的 情形 即 为 y = pe 而 


只 在 z= a ==0 或 者 z=p, a = -1 时 才 属于 DD. sh 在 4= (9 站 


或 者 在 了 = 2 i z = p 时 , 能 使 得 yz = z. 下 面 的 情形 由 y 二 2 ,| 有 
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a 一 5= 1 由 于 


ap+b 
pt+l | 


7p= =—p(ap +b) = —ap? 一 bp 
=alp+1)-bp=(a—-bp+a 


=p+a 


从 而 仅 当 a = 0 时 才 属 于 D. 于 是 , 此 时 在 7 = ( 向 ，z 二 p 时 有 72 一 z 
(ii) c= -1 的 情形 : 此 时 考虑 一 y, 从 而 化 到 (ii) 即 可 . 1 
(b) 全 纯 自 守 形式 


a 
本 


为 简单 起 见 , 对 于 7 = ( 
对 于 整数 上 > 0, 构造 两 个 C 线性 空间 : 


外 和 zeH, 令 j(y,z)=cz+d. 


wn- ean 


(1) 对 于 所 有 YEeT 有 f(yz) =j(Y,z)*f(z) 
(2) 具有 Fourier 展开 f(z) = al(n, f)q™. 


n=0 


U 


Sk(T) = (ee 


(2) 具 有 Fourier 展开 f(z) = > a(n, f)q™. 


n=1 


(有 ) 对 于 所 有 YeT 有 f(yz) =j(7, | 


称 Mx(T) 中 的 元 为 权 大 的 全 纯 模 形式 (holomorphic modular form)( 本 书 中 也 不 加 区 
别 地 称 其 为 全 纯 自 守 形式 一 译注 ), 而 称 Sk(F) 中 的 元 为 全 纯 尖 点 形式 (holomorphic 
cusp form). 所 谓 “ 尖 点 形式 ” 指 的 是 尖 点 ico* f(ioo) = a(0, 了) = 0” 消失 . 当 上 为 
奇数 时 ,在 y= 人 下 ) 作用 下 有 f(z) = (f(z) = 一 f(2); 攻 而 了 =0. 以 下 
设 大 > 0 为 偶数 . 
自 守 形 式 的 变换 公式 的 条 件 只 要 对 T 的 生成 元 C 动 满足 就 够 了 ， 

也 就 是 说 只 要 知道 成 立 

f(z+1) =f(2) 

。 (-H) =#10 
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即 可 . 由 于 其 中 的 f(z+1) = f(z) 被 包含 在 Fourier 展开 的 条 件 之 中 , 便 有 如 下 结果 : 
Wi (2) = 


(2) f(2) = > aln, 有 on" 


Mi(T)= 7 五 一 C 


n=0 
U 
Wi(-E) = 
SkT)=4f :五 一 C oo 
@7O= Daln, fer. 
n=1 


再 者 , 对 于 只 需 看 生成 元 即 可 这 样 的 说 法 还 需 弄 清 . 当 给 出 了 一 般 的 mna e T 时 ， 
如 果 


Jaz) = f(z)j(y, 2)* 
Jaz) = f(2)j(Y2, 2)*, 
则 要 能 够 成 立 


F((y172)z) = F(z)j(y1y2, 2)* 
才 行 ; 对 其 进行 具体 的 计算 , 则 确定 应 该 成 立 


en = (yz) 
Ja7a,z) = jy1, 722)j(7y2, 2). 
定理 9.20 设 大 > 0 为 偶数 . 
(1) Mi(T)= BD ChB. 
4 
(2) 对 于 k>4, 有 
Mi:(T) = C. E: @® Sk(T), 
而 如 果 有 > 12 则 
MG) = C. Er ® A Me-12(T). 


k 

| 坊 |+1 大 关 2 mod 12 
k 时 

图 k=2 mod 12. 


dimc Mi(T) = 
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[证 明 ] ”为 简单 起 见 , 略 去 T= SL2(Z) 记 为 Mi 以 及 Sk. 按 下 面 (i)-(vi) 的 顺 
序 证 明 : 

(i)k < 12 时 , S$; = 0, 

(有 > 12 时 , sg = A Mk-12, 

(ii) (2) 成 立 ， 

(iv)k < 12 时 (1) 成立， 

(Vv) (3) 成 立 ， 

(vi) (1) 成 立 . 本 

的 对 于 fe Sk, 考虑 五 = 大 .那么 它 在 TNH U {ico} 全 纯 , 且 因 为 上 < 12 故 
在 ico 其 为 0. 因此 , F =0 从 而 了 = 0. 

的 对 于 e St, 考虑 及 = 下， 于 是 he Mk 

(iv) 当 > 4 时 , 取 fe Mx 则 hh = 了 -a(0,f)B € Ss， 因此 可 记 为 f = 
a(0, 了 )EBr + hh € Sk, 至 于 直 和 , 看 一 看 常数 项 就 知道 了 . (2) 的 后 半 部 分 用 (ii) 即 
可 完成 . 

(iv) 我 们 断言 Mo = C, M2 = 0, M4 = CEs, Me = CEe, Ms = CEe = 
CE23，Mio = CEio = CEsEe， 首 先 , 当 = 4,6,8,10 时 取 f e Mx, 由 于 ff 一 
a(0,f)E: € Sk = 0 故 f = a(0,f)Ek， 进 而 BE6 = 到 ，Eio = EsEe 各 自由 
Es — E? € 58 = 0，Eio - EaEe € S10 = 0 得 知 Mo 的 元 在 人 HUt{ioo} 为 全 
纯 函数 ， 因 而 仅 为 常数 ， 现 来 证 Ma = 0. 取 f € M2. 此 时 fEs € Me = CEe 
故 jE4 = cB 在 其 中 令 = =p = 二 上 到 则 有 f(p)B4(p) = 。. Eo(p), 则 因为 
Ba(p) = 0, Ee(p) 关 0 知 c=0. 从 而 f=0. (Ek(p) 的 计算 与 Ek(i) 的 计算 相同 . 参 
看 习题 9.4.) 

(Vv) 当 kk< 12 时 , (3) 由 (iv) 可 得 . 而 后 由 (i) ((2) 的 后 半 部 ), 因为 当 k > 12 时 


dim M; = dim Mi_12 + 1, 


故 得 到 (3) 的 一 般 情形 . 
(wi) 至 于 CE4 更 的 和 为 直 和 , 我 们 假设 有 c(ai, bi) 关 0, (i = 1,… ,7) 使 得 


cai, b1) EY ES + .+ c(ar, br) Ee" Er =0, a1 > a2 > > ar, 
那么 对 其 除 以 Ea! 则 有 

cla1,b1) BY: + c(a2,b2) Er? Ebb +... + c(ar, br) Ea" Es"—™ =0, 
若 在 其 中 代入 z =i, 则 有 c(a1,b) = 0, 从 而 产生 矛盾 而 得 知 . 又 ， 


Mc OD CE 


4at+6b=k 
60 
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可 由 (2) 的 构造 和 A = 到 二 8 得 到 . a 
注 记 回顾 一 下 这 个 证 明 , 它 也 导出 了 
| 划 +: k2 mod 12 
#{(@,b)|a,b> 0,4a+6b=k}= Fk 
四 
关于 A 或 思 所 叙述 的 事实 也 可 以 推广 到 对 于 权 k 自 守 形式 . 证 明 几乎 不 用 
改变 . 我 们 来 把 要 点 概要 地 看 一 下 . 首先 对 于 m > 1, 将 Mordell 算 子 T(p) 推广 为 
Hecke 算 子 (Hecke operator) 


Ti(m) : ME(T) — Mi(T), 


k=2 mod 12. 


其 定义 为 
(Tm) De) = me oe “(3 
(BE) 
= opi(m)a(0, f) + 二 (本 )) 灾 
(my 


T= CITi(m)|m=1,2,...] C Endc(Mx(T)) 
为 Hecke 环 . 由 关系 式 
TT = TTAm = dn (PF) 


dl(m,n) 
知 Tk 为 交换 C 代数 . (另外 , Hecke 环 在 Sk(T) 的 限制 以 及 局 部 的 类 比 等 等 都 有 着 
各 种 各 样 的 意义 .) 当 fe Mi(T) 同时 为 所 有 Ti(m) (m = 1,2,…) 的 特征 函数 


Ti(m)f = Am f)f 
时 , 称 
L(s,f)= Ex (mm = 1 一 AM, fp +p 2) 
为 了 的 工 函 数 . f = EE 出 Th(m) Br = op-1(m)Er, 故 L(s, Ei) = C(s)C(s —k+1). 
当 f 为 非 零 尖 点 形式 时 , 利用 a(m, f) = 和 (m, f)a(1, f), 则 成 立 积 分 表示 
Lls, f) = (2n)-:T(s)L(s, f) 
= fn + CD 下 
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因而 得 到 了 其 在 全 平面 全 纯 以 及 s 上 一 s 式 的 函数 方程 
Ls,f) = (Lk — s, 7). 
另外 , 尖 点 形式 的 空间 Sk(T) 具有 Petersson 内 积 (Petersson inner product) 


kadzdy 
到 


(9 =vor WD 人 re 


(注意 使 用 在 89.4(c) 的 Rankin-Selberg 方法 ). 这 里 的 


dzdy 
ICVD= 人 
vol(T\H) A 


上 | 二 dz Tn 
= /9 *-/, Vi 去 了 
相对 于 此 内 积 而 言 , Tk(m) 成 为 了 Hermite 算 子 , 即 有 (Tk(m)j 9) = (f,Tk(m)g). 于 
是 , Tk(m) (m = 1 2,…) 是 互 换 的 Hermite 算 子 , 具有 由 共同 特征 函数 构成 的 基底 . 
还 有 , Tk(m) 的 特征 值 为 实数 , 由 S(T)(Mi(T)) 可 取 整 数 基底 B28As (但 , 若 k 三 0 
mod 4 则 5=0, 上 三 2 mod4 时 则 5= 1), 那 么 它 的 特征 值 为 全 实 代 数 整数 . 
另外 , Hecke 逆 定 理 (89.3(b) 的 定理 9.8) 有 下 面 的 推广 . 


定理 9.21 (Hecke) 设 大 > 0 为 偶数 , 对 于 复数 序列 a = (a(1),a(2),a(3),…)， 


令 


L(s,a) = (2r)-*T(s)Z(s,a). 


于 是 , 下 面 的 (A) 与 (B) 等 价 : 
WY em 
(B) (1) 对 于 某 个 Y > 0, 有 a(n) = O(n7)， 
(2) 5(s,a) 在 整个 s 平面 全 纯 , 且 PK - sa) = (一 1) 和 (sa). 
(3) Z(s,a) 在 任意 竖 直 区 域 有 界 . 
[证 明 ] ”在 定理 9.8 的 证 明 中 有 12 的 地 方 换 成 用 去 做 就 可 以 了 . (再 者 , 对 于 
fe Sk(T), 可 以 给 出 估 值 a(n, f) = O(n$).) 


(c) 实 解 析 的 自 守 形式 
在 T= SL2(Z) 的 自 守 形式 中 有 所 谓 的 实 解析 的 Maass 波动 形式 (wave form). 
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这 是 Maass(1949 年 ) 所 构建 的 理论 . 所 谓 波动 形式 的 空间 是 对 于 复数 + 所 定义 的 
(CD foz) = f(z) 对 所 有 的 y ET 成 立 
W(T) = 人 了 :五 一 C 为 实 解析 |(2) Arf = 人 + f 
(3) f(z) = O(y) 对 于 y 一 +eo 成 立 (c 为 常数 ). 


0 2 
sk 人 部 ) 
为 Laplace 算 子 .( 当 其 为 全 纯 自 守 形式 时 , 考虑 所 谓 的 Cauchy-Riemann 方程 的 微 
分 方程 , 便 容易 了 解 到 这 一 点 .) 
此 时 , 根据 (1) 的 f(z 十 1) = f(z) 及 (3) 的 条 件 , 则 有 Fourier 展开 


其 中 


7 四 = Dam errime, 
解 (2) 的 微分 方程 , 求 出 a(m,y) 来 , 则 有 
Wi(-t) = 
Wi(T) = $f: Ho C2) f(z) = aydt + by#-" 
$ 5 a(m) VyKir (2r mly)er™im®. 
其 中 , 当 ~= 0 时 上 面 (2) 为 
f(z2) = at + by# logy+ 2 mi)VZKo(2r|mly)e2rims.， 


(实际 上 , SL2(Z) 的 情形 不 会 发 生 = 0, 而 是 出 现在 同 余子 群 时 的 重要 情形 .) WT) 
之 中 的 拓 点 形式 所 形成 的 子 空间 为 


Wf (-}) -ya 


(2) 7(z) = am) VoKi(2r|mly)erm®. 


一 一 oo 


To = 141: 五 一 C 


譬如 ， 古 人 z) 为 W(T) 的 元 . 并 且 , 使 得 Wo(T) 0 的 re C 一 它 恰好 使 得 
了 十 为 Laplace 算 子 的 特征 值 全 为 纯 虚 数 且 知 为 可 数 无 限 多 个 . 进一步 我 们 还 
知 , Hecke 算 子 T(n) : W;(T) 一 Wi(T) 由 


CDe= 去 巡 ba (Ga 


ad=n b=0 
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确定 , 它 成 为 关于 Petersson 内 积 


9= 人 。 f(z)g(2) 9 


的 Hermite 算 子 . 对 于 它们 的 共同 特征 函数 f, 其 工 函数 L(s, f) 具有 好 的 解析 性 
质 , 且 逆 定理 成 立 . 例如 , 我 们 有 L(s, EB(3 +ir,*)) = 6(s 二 ir)C(s 一 ir). 所 有 这 些 都 
是 Maass 的 结果 . 再 者 , 我 们 也 推测 成 立 类 似 的 Ramanujan 猜想 , 但 这 里 不 可 能 使 
用 代数 几何 的 手段 , 它 至 今 仍 未 得 到 证 明 . 


89.7 ”经 典 的 自 守 形式 


(a) 同 余子 群 的 情形 
称 SL2(Z) 的 子 群 


rT(N)= { 忆 ESTa(Z) 让 三 人 mod ») 


为 NN 级 的 主 同 余子 群 (考虑 对 每 个 分 量 的 同 余 ), T(1) = SL2(Z), 而 T(N) 为 SL2(Z) 
的 具有 有 限 指数 的 正规 子 群 . 
一 般 地 , 称 满足 


SL2(Z) ST ST(N) 
的 群 工 为 同 余子 群 (congruence subgroup). 它们 也 是 有 限 生成 的 群 . 在 SL2(Z),T(N) 


之 外 还 常 使 用 
To(N) = 二 9 € SL2(Z) ( 外 = = . )) mod ») ST(N). 

对 于 这 样 一 些 同 余子 群 也 有 对 应 于 89.6 的 自 守 形式 的 理论 (全 纯 的 , 实 解 析 的 ), 也 
可 以 考虑 对 应 的 Hecke 算 子 以 及 工 函数 . 然而 , Fourier 展开 则 处 理 了 在 被 称 做 尖 点 
的 T\(Q U{icoj) 的 所 有 点 (有 限 个 ) 处 的 展开 而 不 仅 限于 在 ice. 再 者 , 我 们 实际 上 
有 SI2z(Z)N(Q U {ioo}) = {ioo}, 故而 在 SL2(Z) 时 , 尖 点 只 有 ico. 至 于 Hecke 算 子 
以 及 工 函数 的 因 式 对 于 使 p|N 的 素数 p ( 称 为 “ 坏 的 素数 ”) 形式 有 所 变化 (Euler 积 
可 以 退化 为 不 大 于 一 次 的 因 式 ), 而 其 他 地 方 与 SL2(Z) 几乎 都 一 样 . 

由 于 篇 幅 的 关系 , 在 这 里 我 们 不 去 介绍 它们 的 理论 , 而 替代 地 , 看 一 下 作为 同 余 
子 群 的 自 守 形式 典型 例子 的 3 级 数 及 其 作为 应 用 而 出 现 的 Jacobi 四 平方 定理 . 

一 般 地 , 对 于 自然 数 上 令 


Tk(n) = #{(n1,.* ,nk) E Z| n+ +n = n}. 
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这 是 将 ”表示 成 个 平方 和 的 方法 的 总 个 数 ( 算 上 符号 ), 利用 9 级 数 


9(z) = bE emin2z 一 温 gq (q = e2riz)， 


则 因为 


-( 沪 地] ( 3 
m=—o0 no0 
交 + 
= gq 
= dre(n)ay, 
n=0 


于 是 , 求 rk(n) 的 问题 变 成 了 求 权 的 自 守 形式 9(z)*(2 级 ) 的 表示 问题 了 . 
k= 二 2 的 情形 , 由 87.6 的 Dedekind ¢ 的 计算 


Solv=D(s) = C6(s)L(s, x-1) 


知道 有 
rT2(n) =4 5, x-i(d) =4》 (- DD 
A A 


注意 , 这 个 关系 式 可 写 为 
2 gl2m— 1)/2 
© p= (es) =1+4 Cy 1 
这 是 个 “9 级 数 =Eisenstein 级 数 ” 的 等 式 ” en te 级 数 如 在 89.1(c) 所 见 的 那 
样 , 容易 知道 其 可 写成 Lambert 级 数 .) 实际 上 , 我 们 有 


> =1+ 5 n(n)e" 
= at 


dln 
再 数 


oo oo 
二 Ds 和 em-bn/2 


n=1 
(2m—1)/2 
a 1_ 4 
we Ec D™ — qm-D73" 
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定理 9.22 (Jacobi) 


(有 ) 对 于 n>1 有 


特别 地 , ra(n) 
(2) 


[证 明 ] 


1 ee 


rda(n) 一 8 > da. 
do oa 4 
> 8. 
ng™/? 
o0-( 宇 er ) -+ 人 
neoo 
n/2 Ang2n 
ng™ ng 
-1+8D 
1—gw/2 DE 
(3) 由 


4td m=1 aln 


得 知 . (2) 的 证 明 方法 是 看 出 两 端 都 是 权 2 的 自 守 形 式 导出 相等 . 例如 , 对 于 


IF(z)| 关于 


不 变 的 断言 ， 


n/2 
8(z)4 一 (4 +8》>， | 


ne : 


(人 (Yesm0 


F(z)= 


只 要 指出 在 所 有 的 尖 点 (这 里 是 3 个 ) 处 其 为 0 即 可 , 我 们 在 此 就 不 证 


明了 . 现在 我 们 来 介绍 Ramanujan(1916 年 ) 所 考虑 过 的 “初等 的 ”方法 (所 得 到 的 等 


式 是 属于 椭 


(+*) 


即 可 . 为 简单 


函数 论 范畴 的 ). 由 于 有 前 面 的 (*), 我 们 只 要 证 明 
oo gam-D)/2 _mar[a 
上 @ 忆 (0 es) = + 8 en a 


外 见 ， 令 
gr/2 


本 二 本 Ca 


人 9 的 


$s(0)= Feot 2 十 Wisinb 十 wsin20 十 … 


T1(9) = G ot) 十 Wi(1 十 Wi)cosg 十 wu2(1 十 Wu2)cos20 十 …， 


Ts(0) = $al 一 cosb) + 2u2(l — cos20) + 3us(1 — cos 30) +.….}. 
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此 时 , 成 立 以 下 的 

(***) 5S(0)? = T1(0 ) + Ta(0). 
后 面 我 们 再 转 回 来 证 明 它 . 现在 在 (* * *) 中 令 9 = 岂 我 们 来 看 看 怎么 得 到 前 面 的 
(ke]: 


16+ CD 人 
= 亩 + DD" Dng™ 
m=1 n=1 


1 (3) = 3 + 3us + Bus+ ee) + 2(1 .2 + 3 6+5. t+ ), 
由 此 得 到 了 (x**). 
再 来 证 明 (* * *). 令 


2 
S(0)? = (3 tl) Seotg 沁 Um sin m0 十 (人 wsinmg) 


m=1 


2 
可 人 oe 9) + S1(0) + $2(0), 


S$1(0)= = Scot = 5 Um sin m0, 


2 
这 里 利用 三 角 函 数 的 积 化 和 差 公式 


cot 9 sinmb — 1+2cos0+2cos20+...+2cos(m — 1)0+ cosmb, 


故而 可 写 为 


=f1 
51(0)= Sw 信 + eos + cos20 + + eos(m — 1)0 + $cosm } um 


m=1 
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而 
oo 
52(0) = 区 umun sinyng sin ng 
mmn=1 
1 2 
= 这 :Bs Umun{cos(m — n)0 — cos(m + n)0}. 
mmn=1 
因此 合 起 来 有 
oo 
S51(0) + $2(0) = 3 Ck cos kg， 
k=0 
并 且 
1 总 和 1 ee 
襄 ~ 
om)+ 23 -at 
1 mn/2 
-> ng 
Jo le 
二 Ef 3 
n=1 
对 于 k>1 有 
1 oo 
Ck= (把 十 区 o 
m=k+1 
+ 人 UmUn + a 河 Vmtin 一 二 3 em 
Rd 2 2 
1 
上 过 SD Sa -3 i 
{=1 I=1 1=1 
那么 利用 
UR+L 十 WUE = UktL(L + th) = Up (Ut — UktL), 
URUR-L = UE(l + wi + Wp-i) 
我 们 得 到 


2 
LI 


t=1 


Ls 
1 
Gy )- 32 orutu)) 


1 
+ tw 2 -Db twmt. +t) 


k 
(a 
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因此 成 立 
2 1 oo k 
S(b)2 = 5 = in 十 1+up—z Kb 
(ie +t) + 下 名 5 a be 人 Uk §) cos 
= (3 cot = D+ 2 (1+um)cosmb+= 33 mum(l1 — cosm0) 
=T1(0) + T2(0). 
证 毕 . a 


(b) Siegel 自 守 形式 


我 们 来 介绍 作为 多 元 自 守 形式 代表 性 例子 的 Siegel 自 守 形式 (Siegel modular 
form). 对 于 自然 数 ”> 1, n 次 Siegel 模 群 (Siegel modular group) 


AB tAC =: CA, 1BD =: DB, 
Tn = Spn(Z) = { 人 风 E Man(Z) 


tAD-:CB=1, 
为 有 限 生成 群 ,定义 它 在 nn 次 Siegel 上 半空 间 (Siegel upper half space) (入 Le 
维 空间 ) 


={2e Mn(C)| :2 = 2 Im2 为 正定 } 

的 作用 为 

Hn — Hn 

山 vy 

2 (AZ+B)(CZ +D)-! 
(其 中 , Im2 表示 2 的 虚数 部 分 ). n = 1 时 , Pi = SL2(Z), Fi = 五 成 为 通常 的 情形 . 
再 者 , Tn 的 条 件 , 当 令 

(1) 
n= 
| 


Tn = {M € Man(Z) MIM = Jn} © SL2n(Z). 
还 有 , 对 于 一 般 的 环 RR， 
Spn(R) = {M € Man(R)| :MJnM = 万] 
权 的 全 纯 自 守 形 式 的 空间 , 对 于 n>2 为 
f((AZ+B)(CZ +D)-!)= det(CZ+ Wy 


时 可 写 为 


Mk(Tn) = 4 f:H, 一 C 全 纯 
EY { 对 于 所 有 的 忆 中 eT, 成 立 . 
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当 n > 2 时 , 在 尖 点 “ico"” 的 全 纯 性 条 件 是 自动 出 现 的 , 这 便 是 说 “Koecher 原理 ” 
成 立 . 自 守 性 条 件 成 为 了 对 于 Tw 的 有 限 个 生成 元 的 条 件 . 另外 , 尖 点 形式 构成 的 子 
空间 定义 为 (对 于 n > 2) 
Sk(Tn) = Ker(® : Mi(Tn) 一 Mi (Tn_1)), 
0 


(B71)(2) = , lim f 和 
0...0 让 


(车 看 作 Mk(To) = C, 则 对 n = 1 也 同样 成 立 ). 这 些 Mk(Tn)，Sx(Tw) 全 都 是 有 限 维 
的 向 量 空间 . 

这 里 还 有 由 Maass(1951 年 ) 构建 的 Hecke 算 子 T(m) 的 理论 , 对 于 作为 特征 函 
数 fe Mk(Tn) 的 基本 工 函数 


L(s,f)= I oa 


是 2 次 的 Euler 积 , 这 里 
五 他 用 =1 一 Ap,j)u 十 .十 P2r kJ)u2"， 
其 中 , A(m, f) 为 T(m) 的 特征 值 : T(m)f = Am, f)f. 
一 般 地 , 有 猜想 : “L(s, /) 在 全 平面 为 亚 纯 函数 并 且 具 有 sn (=- 号 ) a 
这 样 的 函数 方程 ”. 在 f 不 是 尖 点 形式 时 , 根据 关系 式 
L(s,f)=L(s, Bf)L(s—k+n,®f), 


它 归 结 到 一 1 次 的 元 Bf <e Mi(Tn-1), 故 而 只 要 考虑 尖 点 的 情形 就 可 以 了 . 当 n = 1 
时 L(s, 了 ) 为 89.6 中 的 工 函数 , 从 而 已 知 . 当 n = 2 时 的 情形 由 Andrianov(1974 年 ) 
(基本 上 ) 解决 . 在 n> 3 且 f 为 尖 点 形式 时 还 不 能 证 明 f 的 解析 性 . 
我 们 来 看 一 下 次 数 为 2 的 情形 . 此 时 有 
Hp(v, f) = 1— Xp, f)u + (Np, f)? — Ap?, f) — p24)u? 
— p23A(p, f)us + pe-6us, 
于 是 L(s, f) 是 被 解析 延 拓 为 整个 s 平面 上 的 亚 纯 函数 , 并 具有 函数 方程 


Lls,f) = (-1)*E(2k — 2— s,f). 


而 
Lls, f) =Te(s)Te(s — k+ 2)L(s, f). 
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至 于 证 明 , 我 们 利用 Z(f, s) 是 将 f 限制 在 到 s 的 实 3 次 元 的 子 空间 ( 同 构 于 SL2(C) 
/SU(2)) 的 积分 变换 . 再 有 , 对 于 f € Sk (Ts) 也 有 猜想 

“7(s,] 为 全 纯 , 并 满足 类 比 的 Ramanujan 猜想 
Hp(wf) = (1— aw)(1 — Bu)(l — yu)(1— ou) 时 ， 
lal=|8|=h|=||=p:-}”, 
已 知 有 对 此 猜想 的 反例 . 例如 , Sio(T2) 是 个 1 次 元 , 对 于 它 的 元 xio 有 


L(s, X10) = 6(s — 8)¢(s — 9)L(s, AEs). 


这 里 的 AEe 是 Sis(T1) (一 次 元 ) 的 元 . 因此 , Z(s, xio) 在 s = 10 具有 了 一 阶 的 极 
点 , 特别 有 了 


Hp(u, X10) = (1 — peu)(1 — pu)(1 — yu)(1 — du) 


(因为 AEs 满足 Ramanujan 猜想 , 故 有 |y| = |5| = pz 至 )， 于 是 , 不 满足 这 个 类 比 的 
Ramanujan 猜想 . 这 样 的 “例外 ”可 以 理解 为 它 是 由 关于 Ti = SL2(Z) 的 权 2k 一 2 
的 自 守 形式 而 来 的 (现在 情形 的 xio 来 自 AE6). n = 2 时 我 们 已 知 有 Ramanujan 的 
同 余 式 


和 (mA) = X(m, E12) mod 691 


的 类 比 . 
例如 , 有 权 10 的 尖 点 形式 xio 与 Bisenstein 级 数 plo 的 同 余 式 


A(m, X10) = A(m, p10) mod 43867, 


以 及 权 20 的 (第 3) 尖 点 形式 X 岛 与 Bisenstein 级 数 [AEs]( 这 是 由 AEs € Szo(T1) 
构成 的 Eisenstein 级 数 ) 的 同 余 式 


入 (m, x ) = 和 (m, [AEs]) mod 712 
等 等 . 然而 , 前 一 个 由 Ti 的 权 18 的 自 守 形式 之 间 的 同 余 式 
Mm, AEs) = A(m, Els) mod 43867 


所 传承 (43867 是 Bernoulli 数 Bis 的 分 子 , 即 5(18) 的 代数 部 分 的 分 子 , 这 才 是 本 质 
所 在 ). 还 有 , 后 者 的 同 余 式 的 背景 在 于 , 与 Ramanujan 的 同 余 式 中 691 起 源 于 C(12) 
代数 部 分 的 分 子 (B12 的 分 子 )( 参 考 810.3(e)) 一 样 , 712 为 L(38,Sym?(AEs)) 的 代数 
部 分 的 分 子 . 这 样 一 来 , 自 守 形式 之 间 的 同 余 与 5 的 特定 值 深 深 地 联系 在 一 起 了 . 

对 于 一 般 的 次 数 n > 3 的 情形 , L 函数 的 性 质 是 对 于 自 守 形式 以 及 自 守 表 现 (的 
关联 性 ) 的 Langlands 猜想 的 一 个 环节 , 然而 情况 仍旧 不 明朗 . 在 Siegel 自 守 形 式 的 
情形 , 对 于 实 解 析 的 自 守 形式 与 它 的 工 函数 的 理论 也 仍然 在 进行 着 研究 . 


小 结 


9.1 自 守 形 式 的 自 守 性 是 个 很 强 的 条 件 , 而 自 守 形式 具有 漂亮 的 性 质 . 在 很 多 
场合 全 纯 的 自 守 形 式 之 间 都 存在 着 代数 关系 . 

9.2 由 自 守 形式 可 构造 6, 并 具有 函数 方程 . 这 些 函 数 方程 就 是 自 守 性 的 另 一 
种 的 说 法 , 并 且 有 某 一 类 似 的 函数 方程 可 以 反 过 来 推导 出 自 守 性 . 因此 , 自 守 形式 与 
5 之 间 存 在 着 “1-1 对 应 ”. 

9.3 自 守 形 式 中 的 Eisenstein 级 数 以 及 Ramanujan 的 A 是 特别 基本 的 , 可 以 
得 到 与 其 相关 的 各 种 各 样 的 有 深刻 意义 的 等 式 . 

9.4 自 守 形式 中 除了 全 纯 的 外 还 有 实 解析 的 .特别 地 , 实 解析 的 Eisenstein 级 
数 在 Kronecker 极限 公式 等 方面 有 着 广泛 的 应 用 . 


习题 


9.1 证 明 下 面 的 等 式 , 其 中 ”> 1 为 整数 . 
n=l 
(1) or(n) = cs(n) + 120 og3(m)os(n — m). 


(2) lloe(n) = 2105(n) — 100s(n) + 5040 3 oy(n) oui = mm). 
(3) 36r(n) = Soa(n) + 1007(n) + 210s(n) 也 
十 2400 好 二 
m=1 


9.2 当 k>6 满 是 =2 mod 4 时 , 求 


oo 大 一 1 
> i = 
n=1 
9.3 证明 下 面 的 等 式 . 其 中 
= 
工 一 2 
为 双 纽 线 周 率 . 
1 Tn wm 
0 这 二 -ius( 县 ) 
1 古 
四 (m+nis™ 525° 
ry 六 2m12 
3) 二 全 (m+ini)s ™ 53625° 
9.4 


GD 设 p= a 证 明 Bs(p) =0, Ee(p) #0. 
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(2) 对 于 k=2,4,8 求 
人 (—D)"-in*-! ; 
a 
9.5 证明 下 面 的 四 个 性 质 等 价 . 
(i) 对 于 所 有 的 素数 p, |7(p)| < 2p# 成 立 (Ramanujan 猜想 ). 
的 ) 对 于 所 有 的 素数 p, 存在 (唯一 的 )0 < bp 和 使 得 r(p) = 2p# cos0,. 
( 道 ) 对 于 所 有 的 自然 数 n, 成 立 |7(n)| < nd(n). 
(iv) 对 于 任意 的 = > 0 成 立 r(n) = O(n 全 +e)，( 换 句 话说 , 对 于 任意 6 A 
有 界 .) 
9.6 ”对 于 数 域 K, 求 以 下 的 值 . 
(1) Dedekind ¢ 函数 Ck(s) 在 0 的 微分 6% (0). 
(2) K 的 非 零 整理 想 a 的 范 N(a) 的 正规 积 I No). 


第 十 章 。” 岩 泽 理论 


我 们 在 本 章 将 对 岩 泽 理论 进行 概要 性 讲解 . 在 第 三 章 中 所 叙述 的 第 二 个 和 第 三 
个 奇特 性 质 将 在 本 章 的 岩 泽 理论 中 得 到 升华 . 关于 ¢ 函数 、Z 函数 的 重要 性 至 今 也 
已 以 各 种 各 样 的 方式 叙述 过 , 在 这 里 我 们 还 要 举 出 ¢ 函数 的 p 进 方面 的 特性 . 在 研 
究 Kummer 的 分 圆 域 时 , 的 p 进 的 一 面 可 以 说 仅仅 是 一 点 点 窥视 而 已 (第 二 个 奇 
特性 质 , 参看 83.3(e)), 然而 最 早 捕捉 住 它 , 将 其 作为 p 进 连 续 函 数 的 性 态 的 是 20 世 
纪 60 年 代 的 久保 田 (Kubota)-Leopoldt. 岩 泽 健 吉 则 发 现 了 这 个 p 进 工 函数 附着 于 
Galois 群 的 群 环 之 上 , 进一步 他 提出 了 下 面 这 个 称 之 为 岩 泽 主 猜想 (Iwasawa main 
conjecture) 的 关系 式 : 


(解析 的 p 进 6) = (代数 的 p 进 9) 


在 这 里 , 左 端的 解析 p 进 ¢ 是 说 , 它 是 按照 ¢ 函数 值 的 p 进 性 质 , 在 p 进 世 界 中 以 
2 进 解 析 定 义 的 函数 . 而 右 端 的 代数 p 进 “ 可 以 表述 为 关于 理想 类 群 的 某 个 线性 映 
射 的 行列 式 , 是 个 以 代数 方式 定义 的 对 象 . 在 ¢ 函数 理论 中 , 寻求 其 行列 式 表示 是 一 
个 重要 问题 (参照 89.5(c)), 然而 现在 , 如 果 能 由 上 面 等 式 左 端的 解析 p 进 ¢ 来 观察 
的 话 , 意味 着 得 到 了 它 的 行列 式 表示 , 从 而 工 函数 的 值 的 p 进 性 质 的 研究 取得 了 很 
大 的 进展 . 反 过 来 说 , 从 此 等 式 右 端的 代数 p 进 一 侧 来 看 , 则 意味 着 解析 的 p 进 ¢ 告 
诉 了 我 们 关于 理想 类 群 的 数论 中 想 要 知道 而 又 难于 了 解 的 对 象 的 信息 . 这 样 的 岩 泽 
理论 是 (p 进 ) 解析 对 象 与 数论 对 象 之 间 的 深刻 而 漂亮 的 理论 . 

由 于 篇 幅 的 缘故 , 在 本 章 中 , 我 们 将 尽量 以 形成 岩 泽 理论 核心 的 岩 泽 主 猜想 为 
焦点 进行 讲解 . 

岩 泽 健 吉 所 提出 的 这 个 猜想 的 关系 式 在 1984 年 由 Mazur 和 Wiles( 更 为 一 般 的 
情形 由 Wiles 在 1990 年 ) 解决 . 另外 , 一 进入 20 世 纪 90 年 代 ，Rubin, Greither 使 用 
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由 Kolyvagin 所 引进 的 Euler 系 的 概念 , 成 功 地 给 出 了 对 它 的 全 新 证 明 . 他 们 的 证 明 
的 思想 将 在 810.3 中 稍 有 谈 及 . 

我 们 在 810.0 中 对 着 泽 理论 作 初步 介绍 之 后 , 接着 便 在 810.1 中 研究 了 前 面 所 说 
的 解析 p 进 “, 而 后 在 $10.2 中 则 处 理 了 上 面 提 到 的 代数 的 p 进 ¢. 这 里 的 主要 角色 
是 理想 类 群 . 我 们 在 810.3 中 则 给 出 这 两 者 之 间 关系 的 岩 泽 主 猜想 的 正式 表述 , 并 讲 
述 了 它 的 应 用 . 
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岩 泽 理论 是 研究 〈 函数 值 的 p 进 性 质 与 理想 类 群 的 p 进 性 质 之 间 关系 的 理论 . 
在 810.0 中 将 叙述 根据 岩 泽 理论 我 们 到 底 能 了 解 哪 些 事 , 以 及 要 如 何 做 才 算 可 以 被 
看 成 是 岩 泽 理论 的 理论 . 在 这 里 我 们 以 理想 类 群 为 中 心 进行 叙述 . 


(a) 分 圆 域 的 理想 类 群 


我 们 首先 从 岩 泽 理论 的 “出 生地 ”分 圆 域 说 起 . 对 于 正 整数 n > 0, 以 心 表示 
有 理 数 域 Q 的 代数 闭 包 页 中 的 n 次 单位 根 所 构成 的 群 , 以 QU) 表示 在 Q 中 添加 
Ln 的 所 有 元 所 得 到 的 域 . 设 Gu pn 为 n 次 本 原单 位 根 , 于 是 有 Q(j) = Q(Gn)， 
如 在 84.4(b) 中 叙述 过 的 那样 , Kummer 在 19 世纪 中 叶 发 现 了 现在 称 之 为 Kum- 
mer 判别 法 的 , 关于 函数 值 与 理想 类 群 之 间 的 令 人 惊奇 的 关系 . 对 于 素数 p, 记分 
圆 域 Q() 的 理想 类 群 CI(Q(uz)) 的 阶 数 为 ho,,，,, 并 断言 
DPlho(n,) = #C1(Q(1n)) 
与 了 除 尽 C(-1), 6(-3), 6(-5),… , 中 一 个 的 分 子 
等 价 . 在 这 里 , 6(s) 为 Riemann 5 函数 , 是 将 DH 十 解析 延 拓 到 整个 C 平面 得 到 的 
函数 . 
称 满足 上 面 等 价 条 件 的 素数 p 为 非 正则 素数 (irregular prime)， 在 第 四 章 曾 说 
过 , 691 是 个 非 正则 素数 . 非 正则 素数 按 大 小 顺序 连续 排列 为 
37, 59,67,101,…. ， 


并 已 知 有 无 限 多 个 . ( 称 不 是 非 正则 素数 的 素数 为 正则 素数 (regular prime)). 

那么 ,我 们 举 出 最 小 的 非 正则 素数 来 看 . 按照 上 面 的 Kummer 判别 法 , hg,) 被 
37 除 尽 , 然而 实际 上 我 们 已 知 hows) = 37. 因此 , 理想 类 群 CI(Q(ua7)) 为 37 阶 的 
循环 群 . 在 此 , 如 果 依照 岩 泽 理论 , 则 可 得 到 更 为 详细 的 信息 . 设 A = Gal(Q(ja7)/Q) 
为 Q(uar)/Q 的 Galois 群 . 像 在 85.2 中 所 叙述 的 那样 , 有 自然 同 构 w: A 立 (Z/37)x 
于 是 我 们 有 了 被 记 为 w 的 这 个 同 构 . A 自然 地 作用 于 CL(Q(j7)) 上 . (对 于 ve 入 
与 z= [a] e Cl(Q(sr)), 作用 为 o(z) = [c(a)l,) 岩 泽 理论 会 告诉 我 们 这 个 作用 是 什 
么 样 的 . 也 就 是 说 , 对 于 = e CI(Q(uaz)) 和 oe A, 按照 岩 泽 理论 我 们 将 知道 有 


(10.1) ca(z) =w(0)s .x. 
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于 是 , 岩 泽 理论 描述 了 仅 像 类 数 公式 之 类 的 范围 内 不 能 了 解 的 群 的 作用 情形 . 下 面 
的 (b) 小 节 中 我 们 将 叙述 由 什么 样 的 理论 推导 出 了 (10.1). 


(b) Herbrand, Ribet 的 定理 


对 于 在 (a) 小 节 中 所 叙述 的 Galois 群 的 作用 , 我 们 来 更 详细 地 加 以 阐述 . 设 p 
为 奇 素数 , A = Gal(Q(uz)/Q) 为 扩 域 QUuz)/Q 的 Galois 群 ,w : A 妾 (Z/p)x 为 自 
然 同 构 . 此 时 , 关于 函数 值 与 Q(j) 的 理想 类 群 的 关系 , 我 们 有 比 Kummer 判别 
法 更 为 详细 的 下 面 的 定理 . 


定理 10.1 (Herbrand, Ribet) 对 于 正 偶数 r, 以 下 条 件 等 价 : 
(Up 除 尽 5(1 一 7) 的 分 子 . 
(2) 在 理想 类 群 CI(Q(Up)) 中 的 了 阶 元 > ,对 于 任意 o EA 成 立 


alz) = w(c)irz. 口 


由 (2) 推出 (1) 是 由 Herbrand 在 1930 年 得 到 的 , 而 由 (1) 推出 (2) 则 是 在 较 晚 
的 1976 年 由 Ribet 证 明 的 . Ribet 的 证 明 使 用 了 自 守 形式 , 我 们 将 在 810.3(e) 中 给 
出 他 的 证 明 思想 . 这 一 章 的 目的 是 由 岩 泽 主 猜 想 直 接地 推导 出 这 个 定理 . 我 们 将 在 
810.3(c) 中 予以 叙述 . 

那么 , 由 于 37 除 尽 了 〈(-31) 的 分 子 (参看 810.1(a)), 并 注意 到 A 的 阶 数 为 36， 
于 是 由 上 面 的 定理 10.1 知道 存在 下 述 事实 , 对 于 37 阶 元 z 满足 c(z) = w(o)-31z = 
w(o)sz, 于 是 得 到 了 (a) 小 节 的 (10.1) 式 . 

这 个 岩 泽 理 论 是 最 早 写 出 来 的 研究 ¢ 函数 值 的 p 进 性 质 与 理想 类 群 的 p 进 性 
质 间 的 深刻 关系 的 理论 . 我 们 将 至 此 所 叙述 的 有 关 事实 列表 于 后 . 


表 10.1 


5 函数 的 p 进 性 质 


《 函数 的 p 进 性 质 所 对 应 的 理想 类 群 的 性 质 
理 


想 类 群 


Kummer 判别 法 


为 除 尽 <( 一 1), <(-3), C(-5) 
… 的 某 个 分 子 


了 除 尽 C1(Q(jp)) 的 阶 数 


Herbrand, Ribet 的 定理 (由 岩 


p 除 尽 C(1 -7) 的 分 子 , 其 中 > 


CUQ(kp)) 的 p 阶 元 z， 


泽 主 猜想 直接 推出 ) 为 正 偶数 o(z) =w(o)!-"z (oc € A) 
成 立 (r 为 正 偶数 ) 
对 于 p= 37 了 16( 一 31) c(z) = w(c)5z 


(z € Cl(Q(1p)),o € A) 


(c) 天 (urn) 的 理想 类 群 


对 于 数 域 , 即 有 理 数 域 Q 的 有 限 扩 域 K, 岩 泽 理论 将 天 (rn) 的 理想 类 群 的 性 
状 以 统一 的 方式 告诉 了 我 们 . 在 下 面 我 们 固定 一 个 素数 p, 对 于 任意 数 域 , 被 p 宕 
零 化 的 CL(F) 的 所 有 元 构成 的 子 群 记 为 Ap. Ap 为 CL(F) 的 p-Sylow 群 . 譬如 , 对 
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于 p= 37, Cl(QUs7)) = 4awsy) = 2Z/37. 如 果 使 用 岩 泽 理论 , 则 进一步 对 于 添加 1 
的 37" 短 根 得 到 的 域 Q(uar") ( 设 p = 37), 可 以 证 明 


AQ(us7) TZ/37 
AQ(nsr2) > Z/37? 


AQ(ysm) TZ/3T™. (n>21) 


在 证 明 这 个 断言 时 , 成 为 关键 点 的 《 函数 值 的 p 进 性 质 列 在 下 面 的 表 10.2 中 (关于 
证 明 参 考 问题 6 及 习题 10.2). 


表 10.2 按照 岩 泽 理论 , 在 计算 理想 类 群 时 成 为 关键 点 的 函 数值 的 性 质 


5 函数 的 p 进 性 质 理想 类 群 
3716( 一 3U) 4awsz) 关 0 
67C(-31) 负 316(-67) (mod 372) AQtyan) > 2/37 
C(-31) A6(-67) (mod372) AQ(uarn) TZ/37" (n > 2) 


同样 地 , 对 于 p = 691 也 可 证 明 有 
AQ(uo01) ~ Z/691 @® 2Z/691 


AQ(jo01n) TZ/691" ®Z/691" (n>1). 


这 时 的 关键 点 是 , 691 不 仅 是 “(-11) 的 分 子 , 而 且 除 尽 (一 199) 的 分 子 . 我 们 再 举 
几 个 K 了 Q@ 的 例子 . 我 们 能 作 如 下 的 计算 : 
对 于 K = Q(V-31), p=3, 


Axk(ns) TZ/3 
Ak(n) TZ/9 


Ak(usn) TZ/3" (nz1) 
对 于 K = Q(V-1395), p=3, 


Ag(ns) > Z/27 
Ak(ue) > Z/81@ 2/3 


Ak(psn) SZ/3"+tI BZ/I3! (n>1) 
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对 于 天 = Q(V-762), p= 3， 
Ag(ns) TZ/3@ 2/3 
4kus) > Z/9@ Z/9 


4KUuaa) > Z/243 @ Z/243 
Ak(przg) > 2/729 @® Z/243 


4kUan) SZ/3r OBZ/243 (n>5). 


进一步 说 , 在 Ak(y,n) 上 天 (upn)/K 的 Galois 群 Gal(K(jpn)/K) 如 何 作用 , 尽管 也 
为 岩 泽 理论 所 记述 , 但 关于 此 类 则 要 在 810.2 之 后 方 可 看 到 . 

一 般 地 , 对 于 任意 的 数 域 KK, 令 Kn = KK(Jpn), 关于 Ak,。 的 阶 数 , 岩 泽 证 明 
(1959 年 ) 对 于 充分 大 的 所 有 n, 存在 满足 


#AKk, = prtp" utr (n> 0) 


的 常数 /> (参照 810.2(f)). 这 可 以 说 成 是 岩 泽 理论 的 起 点 . 为 什么 要 考虑 理想 
类 群 的 p-Sylow 群 呢 ? 为 什么 要 考虑 形 如 天 (urn) 的 域 呢 ? 有 关于 此 , 请 参考 下 面 的 
(d) 和 (e) 小 节 . 

我 们 把 到 此 为 止 已 写 的 东西 小 结 一 下 . 

1. 岩 泽 理论 是 处 理 ¢ 函数 值 的 p 进 性 质 与 理想 类 群 的 p 进 性 质 间 所 存在 的 深 
刻 关系 的 理论 . 

2. 岩 泽 理 论 描述 了 Galois 群 对 理想 类 群 作用 . 

3. 岩 泽 理论 统一 地 描述 了 天 (urn) 的 理想 类 群 的 p-Sylow 子 群 . 


(d) 数 域 与 函数 域 的 类 似 


在 此 (d) 小 节 与 后 面 的 (e) 小 节 中 , 我 们 将 叙述 岩 泽 主 猜想 是 如 何 产 生 的 , 以 及 
岩 泽 理论 创始 人 岩 泽 健 吉 的 想法 . 对 于 想 要 进一步 了 解 的 读者 , 我 们 推荐 注 记 中 的 
文献 @. 尽管 其 中 有 一 些 不 懂 的 语句 , 也 不 妨 请 边 阅读 边 思考 . 在 (e) 的 最 后 面 , 我 
们 在 一 种 特殊 的 情形 下 叙述 了 岩 泽 主 猜想 . 

到 现在 为 止 , 理想 类 群 多 次 出 现 , 表明 它 在 数论 中 是 起 着 非常 重要 作用 的 群 . 它 
的 微妙 的 结构 对 于 数论 问题 而 言 包 含 了 决定 性 的 信息 . 然而 即便 以 二 次 域 的 类 数 表 
作为 例子 来 看 , 我 们 也 几乎 没有 感到 有 任何 规律 性 可 言 . 

另 一 方面 , 当 考虑 在 函数 域 上 的 类 比 时 , 有 限 域 上 代数 曲线 的 次 数 为 0 的 除 子 
类 群像 在 86.4(f) 中 所 讲 的 那样 , 也 是 有 限 的 Abel 群 , 它 与 理想 类 群 一 样 也 是 个 困难 

虽 岩 泽 健 吉 , “关于 数 域 与 函数 域 的 某 些 类 似 ", 数学 15(1963),65-67, 岩 波 书 店 . 
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的 对 象 . 但 是 , 我 们 知道 代数 闭 域 上 曲线 的 0 次 除 子 类 群 具有 Abel 簇 的 结构 , 而 这 
种 情形 是 能 够 进行 仔细 研究 的 . 特别 地 , 当 设 9 为 曲线 的 亏 格 , 域 的 特征 为 0 时 , 它 
的 扭 元 (torsion) 部 分 同 构 于 (Q/Z)29. 即便 域 的 特征 为 正 , 只 要 取 p 为 不 同 于 特征 
的 素数 , 那么 扭 元 部 分 的 p 分 支 ( 即 被 p 宕 化 零 的 部 分 ) 也 同 构 于 (Qn/Zn)29. 注意 ， 
这 里 的 Qp/Z 为 Q/Z 的 p 分 支 . 这 样 一 来 , 不 同 于 理想 类 群 , 代数 闭 域 上 曲线 的 0 
次 除 子 类 群 具 有 只 由 亏 格 决定 的 简单 形式 . 

有 理 数 域 Q 的 有 限 扩 域 K 与 有 限 域 F。 上 代数 曲线 X 的 函数 域 F(X) 尽管 
说 是 类 似 的 , 但 将 两 者 


五 Fa(X) 

([K:Q] < 0%) 

进行 比较 , 其 本 质 性 不 同 点 在 于 , 就 F(X) 而 言 , 有 所 谓 的 “到 代数 闭 域 中 去 ”的 
处 理 方法 , 就 是 说 , 设 Fi 为 Fy 的 代数 闭 包 , 则 可 考虑 X @r, Fs 的 函数 域 丽 (X). 
那么 , 举例 来 说 , 通过 自然 映射 C10(Fs(X)) 一 C10(Fi(X)), 可 以 研究 CLO(Fa(X)). 
(C1?(Fa(X)) 在 C10(F4(X)) 中 的 像 包 含 在 C10(Fi(X)) 的 扭 元 部 分 中 , 并 注意 到 如 上 
所 说 , 对 于 CL0(Fo(X)) 的 扭 元 部 分 能 够 有 好 的 了 解 .) 岩 泽 因此 考虑 了 如 何 才 可 以 
在 数 域 上 做 出 Fi(X) 的 类 比 . 由 于 起 是 由 Fs 添加 了 所 有 的 单位 根 所 得 到 的 域 , 那 
么 , 在 K 中 添加 所 有 的 单位 根 会 是 怎么 样 呢 , 这 种 想法 便 首先 出 现 了 . 但 是 , 这 样 的 
域 太 大 了 , 会 丢失 相当 多 的 关于 理想 类 群 的 信息 . 在 这 里 , 当 设 工 为 Q 的 无 限 次 代 
数 扩 域 时 , 我 们 定义 工 的 理想 类 群 CI(Z) 为 群 


CUL) = limCL(M) (M 遍历 工 中 对 于 Q 为 有 限 次 的 子 域 ). 
可 是 , 由 于 数 域 的 理想 类 群 C1(K) 为 有 限 Abel 群 ， 
CIK)= BD UK){p} 


了 P: 案 数 


可 以 分 成 对 于 各 个 素数 的 分 支 . 这 里 ， 
Cl(K){p} = {ce CL(K) | 存在 某 个 m 使 得 zmc = 0}. 


如 果 对 于 所 有 的 素数 p 已 知 C1(K){p}, 则 便 可 知 C1(K) , 故我 们 在 后 面 固定 一 个 素 
数 p, 并 从 它 的 p 分 支 着 眼 来 进行 研究 . 在 此 , 固定 一 个 素数 p, 对 于 Q 的 任意 代数 
扩 域 F, 以 Ap 表示 CI(F){p}. 

那么 , 如 果 只 考察 4F 而 不 添加 所 有 的 p 寡 单 位 根 , 这 样 的 想法 可 行 吗 ? 以 jn 
表示 在 @ 的 代数 闭 包 面 中 的 所 有 p" 次 单位 根 形成 的 群 , 对 于 数 域 K, 以 K (jn) 
表示 在 K 中 添加 所 有 pm 次 单位 根 得 到 的 域 , 并 定义 K(jpw) = UK(ppn). 此 时 可 
以 证 明 Ak() 的 结构 能 写成 


Aktum) > (Qo/2p)* © |@ aa 
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其 中 和 为 不 小 于 0 的 整数 , 4 是 阶 为 p 寡 的 有 限 Abel 群 (因此 可 写 为 4 = Z/pm: @ 
四 ZE/pnr)， 全 4 为 4 的 可 数 无 限 的 直 和 , 而 B 为 四 4 的 有 限 子 群 . 当 K/Q 为 
Abel 扩 域 时 ， (® 让 /B 不 出 现 , 于 是 知道 有 


Agk(ps%) > (Qp/Zp)\ 


(Ferrero-Washington 定理 , 参看 定理 10.9, 定理 10.32). 对 于 一 般 的 K, 有 称 为 “ 岩 
泽 /=0 猜想 " 的 猜想 , 它 说 此 时 也 不 会 出 现 例 4/B 项 , 然而 其 在 一 般 的 情形 并 没 
有 得 到 解决 . 这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 知道 , 如 果 考 虑 理想 类 群 的 p 分 支 (p-Sylow 群 )， 
则 天 (ur= ) 便 成 了 Fo(X) 的 很 好 类 比 , 于 是 便 可 能 有 相似 的 结果 . (可 是 还 有 遗留 的 
问题 , 例如 这 个 整数 和 是 怎样 的 数 ?) 


(e) Galois 群 的 作用 


在 (a) 小 节 中 我 们 已 说 过 , 代数 闭 域 上 曲线 的 0 次 除 子 类 群 的 扭 元 部 分 的 p 分 
支 具有 (Qnr/Zr)29 这 样 的 结构 . 这 个 事实 除了 作为 Abel 群 其 结构 易于 了 解 之 外 , 还 
有 更 为 重要 的 意义 . 现 设 Fs 为 特征 不 同 于 p 的 有 限 域 , X 为 F。 上 的 曲线 , 考虑 
X @r, Fs 的 除 子 类 群 , 在 其 上 有 F。 的 Frobenius 映射 作用 ( 即 9 寡 映 射 )， 于 是 
Frobenius 映射 也 作用 在 Co( 配 (X)){p} 之 (Qp/Zp)??” 上 , 从 而 给 出 了 在 (Q/Zp)29 
上 的 同 构 映 射 , 于 是 这 个 作用 可 以 用 29 阶 和 矩阵 Ax e Mao(Zp) 来 表示 . 这 里 的 一 个 
非常 重要 的 事实 是 , 用 4x 的 特征 多 项 式 可 以 写 出 X 的 ¢ 函数 ( 称 为 同 余 6). 这 样 
在 代数 函数 域 的 情形 下 , 根据 对 Galois 群 Gal (Fi/Fs) 的 作用 的 考虑 , 我 们 能 得 到 非 
常 重要 的 结果 . 

让 我 们 回 到 数 域 的 情形 . 为 简单 计 , 令 K = Q. 在 (a) 小 节 曾 说 过 有 


AQ(pse) = (Qp/Zp)*. 


Galois 群 Gal (Q(xp~)/Q) 自然 地 作用 在 4ow,=) 上 . 这 里 , 因为 Gal (Q@(jp~)/Q) 与 
Gal (Fa/Fa) = 多 不 同 且 没 有 单个 的 生成 元 , 故 在 按照 函数 域 的 情形 进行 操作 时 , 一 
点 也 不 另 加 考虑 是 不 行 的 . 由 于 在 85.2 中 我 们 曾 看 到 有 自然 同 构 Gal (Q@(jpn)/Q@) 立 
(Z/pm)x, 故而 可 以 构成 自然 同 构 


“Gal(Q(p=)/Q) SZ7. 


称 这 个 映射 为 分 圆 特 征 , 并 在 此 章 中 总 以 « 表示 . 对 于 ce Gal(Q@(jw=)/Q@), r(o) 对 
于 任意 的 n > 0 及 任意 的 5 e jn 为 满足 c(6) = Cs(c) 的 元 , 这 是 它 的 一 个 特征 刻 
画 . 在 这 里 为 简单 起 见 我 们 假定 p 承 2 (在 810.1 之 后 , 也 处 理 一 般 的 情形 ). 那么 如 
在 82.5 所 见 , 有 ZX 之 (Z/p)x x (1 十 pZp), 这 里 (Z/p)x 为 p 一 1 阶 循环 群 , 1+pZp 
同 构 于 加 法 群 Zr( 参 照 810.1(b)). 取 1 + pZr 的 一 个 拓扑 生成 元 u. (就 是 说 , 取 一 个 
使 w 一 1 被 p 除 尽 , 而 不 被 p? 除 尽 的 元 以 ) 而 且 设 ye Gal(Q(up= )/Q) 为 使 得 满足 
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“(9) = 的 元 . 此 时 , 不 禁 冒 出 了 这 样 的 疑问 : 如 果 与 函数 域 的 情形 的 类 比 有 一 点 意 
义 的 话 , 那么 由 7 在 4oww=) 的 作用 所 产生 的 特征 多 项 式 难道 就 与 某 个 有 某 种 意义 
的 5 函数 没有 任何 关系 吗 ? 令 人 非常 吃惊 , 真 的 非常 吃惊 , 回答 竟 是 有 关系 . 由 7 的 
作用 便 可 得 出 久保 田 -Leopoldt 的 p 进 工 函数 . 所 谓 p 进 工 函数 是 通过 通常 的 工 
函数 在 整数 处 的 值 提炼 出 来 的 , 在 810.1 将 详细 叙述 这 个 函数 . 

对 于 上 面 所 说 的 我 们 再 稍 加 一 点 必要 的 说 明 . 定义 同 态 w : Gal (Q(jww)/Q) 一 
ZX 为 复合 映射 。 


w: Gal(Q(pw)/Q) 2 ZY 7 (L/D) (2/p)* x (L+pZp) ~ ZX 


Ro 


又 定义 Gal(Q(ur= )/Q) 的 子 群 A 为 在 同 构 < : Gal(Q(jpw)/Q) 立 Zs = (Z/p)* x 
(1 十 PZp) 下 (Z/p)x x {1} 所 对 应 的 群 . 对 于 满足 0 < i < p 一 1 的 整数 i, 定义 


ws-) = {2 € AQ(n,~) | 对 所 有 的 oe A 有 oa(z) =w(o)iz}， 
又 由 A 作用 在 模 上 的 一 般 理 论 知 , 存在 分 解 


p—2 
AQtnsw) = BD hn») 
i=0 


(参看 810.1 命题 10.12)， 当 记 480,,) ~ (Qp/Zp)* 之 后 , 有 号 入 = A， 那么 ， 


为 7 作用 在 46(,,。) 上 , 故 y-1 在 0) = (Qp/Zp)* 的 作用 可 以 用 矩阵 
4 € Ma,(Zp) (Xi 阶 和 矩阵 ) 表示 . 记 4; 的 特征 多 项 式 为 wi(T) e Z,[T]. 也 就 是 说 ， 
wei(T) = det(TI — A;). 
这 样 所 决定 的 多 项 式 pi(T) 与 可 以 说 成 是 Riemann 5 函数 的 p 进化 身 的 p 进 
Riemann 之 间 的 关系 : 这 才 是 岩 泽 主 猜想 . 正如 在 本 章 一 开头 所 说 的 , 由 岩 泽 所 猜 
测 的 这 个 漂亮 的 关系 被 Mazur 和 Wiles 所 证 明 . 在 我 们 现在 的 情形 , 成 立 下 面 的 
定理 10.2 设 i 为 满足 1<i<p 一 1 的 奇数 . 
(1) 对 于 满足 m 三 i (mod p 一 1) 的 任意 负 整 数 m, 存在 唯一 的 固 级 数 gi(T) E 
2Zp[[Z]] 使 得 成 立 


gi(u™ —1) = (1 —p ")C(m). 
其 中 , 4(s) 为 Riemann 5 函数 , 为 上 面 所 取 的 1 十 pZp 的 那个 拓扑 生成 元 . 函数 
sg 一 IJ 


是 从 Zp 到 Zp 的 p 进 连续 函数 , 这 是 由 久保 田 -Leopoldt 发 现 的 , 称 之 为 p 进 工 
函数 . 
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(2) ( 岩 泽 主 猜想 , Mazur-Wiles 定理 ) 上 面 所 定义 的 特征 多 项 式 pi(T) 与 gi(T) 
在 Zp[[T]] 中 仅 相差 一 个 可 逆 元 . 这 就 是 说 , 他 们 生成 同一 个 理想 : 


(pi(T)) = (gi(7)). a 


于 是 , 由 7 一 1 在 AQ(w,w) 上 的 作用 , 我 们 能 得 出 Riemann ¢ 函数 的 值 ! 在 810.3 
中 我 们 将 对 于 更 一 般 的 情形 进行 正式 的 系统 阐述 . 至 于 Q(ur= ) 的 理想 类 群 , 我 们 将 
在 §10.3(b), (c) 中 详细 叙述 . 
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在 此 810.1 中 我 们 要 研究 ¢ 函数 值 所 具有 的 p 进 性 质 , 将 看 到 存在 被 称 做 p 进 
工 函数 的 “p 进 全 纯 函数 ”. 而 且 最 后 还 要 证 明 这 个 函数 位 于 Galois 群 的 群 环 之 中 . 


(a) Riemann 5 的 特殊 值 : p 进 世界 的 入 口 


5 函数 具有 p 进 性 质 这 一 点 , 我 们 在 83.3(e) 作为 它 的 第 二 个 奇特 性 质 已 经 见 到 
过 了 . 在 这 里 将 再 次 来 观察 这 个 性 质 . 

设 5(s) 为 Riemann 的 〈 函数 , 即 为 在 Re(s) > 1 上 函数 证 让 1 解析 延 拓 到 
村 SC 所 得 到 的 函数 . 我 们 有 (2) = 7?/6, C6(4) = 74/90,… .友和 据 人 式 5(2n) = 
tn 1 0 一 jC(1 一 2n)|r2” (nm 为 正 整 数 ) 知道 , 考察 在 正 偶数 的 值 与 考察 在 负 奇数 的 值 
本 质 上 是 一 样 的 . 

那么 , 我 们 在 表 10.3 中 写 出 C(s) 在 负 奇 数 处 的 值 来 看 看 . 还 有 , 对 于 在 负 整数 
的 值 为 有 理 数 以 及 在 负 偶数 的 值 为 0 的 结论 希望 能 参照 83.3. 

上 面 的 值 具有 怎样 的 意义 ? 对 于 符号 以 及 分 母 , 我 们 有 下 面 的 命题 . 


命题 10.3 设 r > 0 为 正 偶数 . 

(D 当 5 为 偶数 时 C(1 一 7) 为 正 , 奇数 时 为 负 . 

(2) 将 5(1 一 7) 写 为 婚约 分 数 时 ,， 令 其 分 母 为 D,, 则 成 立 下 面 的 断言 : 
(a) 对 于 任意 素数 p, 有 也 除 尽 万 的 充分 必要 条 件 是 p 一 1 除 尽 了. 
(b) 对 于 任意 素数 p, 当 p 除 尽 Di 时 ,有 


ordp(Dr) = ordp(7) + 1. 口 
根据 (2), 可 以 完全 决定 (1 - ”) 的 分 母 D. 读者 可 试 着 用 表 10.3 来 具体 地 确 
认 (2) 的 正确 性 . 
问题 1 利用 命题 10.3 指出 对 于 任意 的 +, D， 被 12 除 尽 . 


上 述 (1) 可 以 , 譬如 , 直接 由 87.1 的 函数 方程 得 证 . 至 于 (2), 将 在 810.3(c) 中 于 
以 说 明 . 
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表 10.3 (1 一 r) 的 表 
1 


6C 了 过 A 

De 面 - 35.3.5 5 

5(-5) = -而 - 雹 本 
《(-7) = 琴 区 35 
A 
a 3 
6C19)=- 二 =- 如 

《CC 可 = B= 25. 17 
0 
6+19) = -6600 = Bs 
cl_21) = T7683 __ 131.593 


276 ~ 22.3.23 


这 样 一 来 , 我 们 很 好 地 了 解 了 C(1 7) 的 分 母 , 而 与 此 相反 , 分 子 的 情况 则 显得 
神秘 . 看 到 了 突然 出 现 的 691 还 有 3617 之 类 如 此 大 的 素数 . 在 分 子 中 出 现 的 最 小 的 
素数 是 37, 它 出 现在 


6(-31) = 37. 683. 305065927/26.3.5.17 


中 . 进一步 计算 知 它 也 出 现在 


6(-67) = 37. 101. 123143 . 1822329343 . 5525473366510930028227481/23.3.5 


中 ，( 也 可 看 出 , 当 " 变 大 时 , C(1 -7) 变 得 分 子 要 比分 母 大 很 多 .) 进一步 计算 的 话 ， 
还 知道 (31 - 36m) (m 为 正 整数 ) 的 分 子 必 定 出 现 37. 于 是 我 们 可 以 推测 下 面 的 
断言 会 成 立 . 

(*) 设 将 (1 一 7) 写成 既 约 分 数 时 的 分 子 为 N,, 如 果 素 数 p 除 尽 N,, 则 对 于 任 
意 的 正 整数 m > 0, p 也 除 尽 N;y(p_1ym. 

实际 上 成 立 比 (*) 更 强 的 以 下 结果 . 


命题 10.4 (Kummer) 设 p 为 素数 ,7 为 不 是 p 一 1 的 倍数 的 正 偶数 此 时 , 对 
于 任意 的 正 整 数 m > 0 成 立 


t 


C1—7)=¢C(1—r- (p— 1)m) (mod p). 
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这 里 对 于 两 个 有 理 数 a, B, 说 a 三 B (mod p) 是 指 , 当 把 ae 一 有 写成 既 约 分 数 时 分 
于 被 p 除 尽 . 0 
例如 , 因为 
Be 区 i hmed 7) 
故 确实 有 (--3) = 6(-9) (mod 7). (后面 将 看 到 , 7 为 p -1 的 倍数 时 则 p 不 能 除 尽 
必 . 因此 命题 10.4 确实 包含 了 (*).) 这 个 命题 曾 在 第 三 章 作为 命题 3.24 叙述 过 . 比 
这 个 命题 更 一 般 的 是 下 面 的 命题 . 


命题 10.5 设 p 为 素数 , n,rl,r2 为 正 整 数 , 且 ri 不 为 p 一 1 的 倍数 . 如果 71 
与 ra 之 间 有 关系 mi 三 ma (mod (p 一 1)p"-!), 则 成 立 


G-z (1 -ni)a( -pe 50 一 mr2) (mod p"). ob 


以 上 的 那个 同 余 式 称 做 Kummer 同 余 式 .为 什么 会 发 生 这 样 的 事 呢 ? 在 (b) 
以 下 的 各 小 节 中 我 们 将 论 及 在 这 种 现象 背后 所 存在 的 某 种 函数 . 

《(1 一 7) 的 分 子 W 有 什么 意义 , 它 又 与 什么 样 的 对 象 有 关联 ? 这 些 问题 将 在 
810.3(c) 中 叙述 . 按照 最 近 的 数学 进展 , 对 于 N; 知道 的 相当 多 了 , 尽管 如 此 , 还 不 能 
说 了 解 Y 到 了 像 了 解 D, 的 程度 , 还 是 具有 神秘 感 . 

在 此 我 们 给 出 一 个 最 单纯 的 未 解决 问题 . 如 在 表 10.3 的 那样 , 对 于 满足 r+1 < p 
的 素数 p, 作为 除 尽 N; 的 p 还 成 立 ordp(N;) = 1. 根据 对 p < 12, 000,000 的 计算 也 
可 以 确认 这 个 事实 (总 而 言 之 , 没有 这 样 的 p 使 得 p? 除 尽 N,). 然而 , 在 一 般 情 形 下 
它 成 立 吗 ? 我 们 也 还 不 知道 有 什么 反例 , 我 们 也 不 知道 能 提 什 么 样 的 猜想 . 


(b)p 进 工 函 数 
粗略 地 讲 , 命题 10.5 说 的 是 , 如 果 m 和 ra 在 p 进 拓扑 下 相近 的 话 , 则 


(Ep en) (1 p71)¢(1 72) 


在 p 进 拓扑 下 也 很 相近 . 设 Z, 为 p 进 整 数 环 (Z 按照 p 进 拓扑 的 完备 化 )， 若 取 
7 > 0 为 不 是 p 一 1 的 倍数 的 正 整数 , 则 由 命题 10.3 知 6(1 7) 的 分 母 不 能 被 p 除 
尽 , 从 而 可 以 将 6(1 -7) 看 作 是 2 的 元 . 因此 可 以 作 下 面 那样 的 考虑 . 

我 们 固定 一 个 非 p 一 1 倍数 的 正 整数 ro, 那么 对 于 满足 r= ro (mod p 一 1) 的 
正 整数 7, 是否 存在 使 得 fi。(1 一 7) = (1 一 p"-1)C(1 一 7) 的 连续 函数 f,。: Zp 一 Zp? 
(Zp 是 p 进 拓扑 ) 实际 上 , 这 样 的 连续 函数 确实 存在 , 并 具有 显著 的 性 质 . 

在 这 一 小 节 中 , 我 们 要 讲述 存在 有 作为 对 于 一 般 Dirichiet 函数 的 p 进 版 的 p 
进 工 函数 . 而 关于 它 的 显著 的 性 质 则 放 在 (c) 以 下 的 小 节 中 去 叙述 . 

设 N 为 正 整数 ， 


X: (Z/N)* 一 Cx 
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为 Dirichlet 特征 , L(s, x) 为 Dirichlet L 函数 (参照 83.1). 在 这 里 所 说 的 Dirichlet 特 
征 , 我 们 常常 考虑 的 是 本 原 特征 . 特别 地 , N 为 x 的 导 子 . 下 面 我 们 来 考察 对 于 素数 
Pp, L(s,x) 值 的 p 进 现象 . 这 时 我 们 将 @ 在 C 中 的 代数 闭 包 可 嵌入 到 p 进 域 @, (Q 
在 p 进 拓扑 下 的 完备 化 ) 的 代数 闭 包 可 中 . 在 下 面 固定 这 样 一 个 嵌入 , 并 考虑 x 像 
下 面 的 那样 在 Ts” 中 的 取 值 : 


xX: (Z/N)* 一 五 


首先 定义 Teichmiiller 特征 
w: (Z/p)* 一 ZX ”(p 为 奇 素数 ) 
wi:(Z/Y)” 2 (p=2). 
对 于 Z 的 乘法 群 Zx 有 下 面 的 基本 事实 (参照 第 二 章 命题 2.16). 


Re (: x (1 +pZp) 2 为 奇 素数 


(Z/4)* x (1+4Z2) p=2. 


这 里 的 群 结构 对 于 奇 素数 p 而 言 , (Z/p)* 为 p - 1 阶 循环 群 , 1 + pZ 是 按 乘法 构成 
的 群 , 它 同 构 于 按照 加 法 构成 的 群 Zw. 这 个 同 构 映射 是 存在 的 , 譬如 


1 1 1 这 (pr)™ 
=log:1+pZp — 2 =log(1+pz) = 二 -1)"™!—— |， 
F108:1+pZ» — Zp 人 g(1 + pz) 2 2 人 


(过 歇 为 pr emp = 立 Ce)) 而 对 于 p = 2, (Z/4)x 为 2 阶 循环 群 , 1 44Z。 


nl 

同样 地 同 构 于 加 法 群 Z (使 用 了 log 即 可 ). 按照 这 个 分 解 , 元 (a,1) e (Z/p)* x (1 二 
PZp) (p=2 时 为 (Z/4)* x (1 二 4Z2)) 可 以 看 成 是 Zx 的 p 一 1 次 单位 根 (p = 2 时 为 
2 次 根 ). 因此 , w : (Z/p)* 一 2Y (p 一 2 时 , w : (Z/4)x 一 ZY) 被 w(a) = (a,1) 所 决 
定 . 对 于 奇 素数 p, w(a) 是 满足 w(a) modp = au 的 ZX 中 的 唯一 的 一 个 p 一 1 次 单 
位 根 . 对 于 p=2 有 w(a) = 士 1, 且 满 足 w(a) mod 4 = a. 像 通 常 的 Dirichlet 特征 那 
样 定义 w 使 w(pZ) = 0, 则 变 为 考虑 函数 w:Z 一 有 了 < 

问题 2 对 于 奇 素数 p 与 整数 a, 证 明 数列 {faz"}n>o 在 Zo 中 收敛 . 证 明 其 等 于 w(a). 当 
p= 2 时 , 对 于 奇数 a, 证 明 有 w(a) = (一 1) 邱 :. 

我 们 在 (b) 小 节 的 目的 是 要 叙述 下 面 的 定理 .该 定理 是 说 , 在 二 函数 于 负 整数 
处 取 的 各 个 值 之 间 的 p 进 关系 背后 , 所 明显 存在 的 p 进 连 续 函 数 , 如 同 原本 的 三 函 
数 为 C 上 的 全 纯 函 数 那样 , 这 个 p 进 连 续 函 数 不 仅 仅 是 p 进 连 续 的 , 而 且 是 多 进 
全 纯 ” 的 函数 . 称 将 所 有 整数 映 为 1 的 特征 为 平凡 特征 (trivial character), 以 1 
表示 . 
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定理 10.6 (久保 田 , Leopoldt) 
(D 设 X:(ZAN)x 一 I” 为 Dirichlet 特征 , 且 X 头 1. 这 时 存在 唯一 的 从 Zp 到 
Wp 的 p 进 全 纯 函 数 s 一 Lp(s,X) (se Zp，Lp(s,X) e WDp), 使 得 对 于 任意 的 正 整 数 
7 > 0 满足 
Lp(1—7,X) = (1— Xxw "pp DG 一 六 Xe ). 
其 中 , 在 ”中 取 值 的 Dirichlet 特征 是 根据 我 们 所 固定 的 嵌入 面 -， WT 给 出 的 通 
常 意义 下 的 Dirichlet 特征 , 并 考虑 成 复 的 Dirichlet 三 函数 . 所 谓 p 进 全 纯 函 数 是 指 ， 
对 于 任意 的 a e Zp, 存在 on E@ 的 {anjn>0, 使 得 对 于 任意 的 se Zp 可 以 展开 为 
寡 级 数 
p(s,X) = > 一 Q)” (对 于 所 有 的 s € Zp) 


n=0 
的 函数 . 
(2) 对 于 平凡 特征 1, p 进 亚 纯 函 数 Lp(s,1) 有 定义 . Lp(s,1) 在 Zp\{1} 上 为 了 
进 全 纯 , 是 取 值 于 pw 的 函数 , 且 s 二 1 是 其 留 数 为 1 一 雪 的 一 阶 极点 . 对 于 任意 的 
正 整 数 7+ > 0 满足 


Lp(1—7,1)= (1—w "(pp )L(1 —r,w"). 


满足 这 个 性 质 的 函数 也 是 唯一 的 . 口 

称 Lp(s,x) 为 久保 田 -Leopoldt p 进 工 函数 (p-adic function). 由 于 {1 一 7 | 
7EZ>o} 在 Zp 中 稠密 , 故而 定理 10.6 中 仅 在 1 一 7 的 值 就 决定 了 该 函数 . 现 考虑 x 
为 Dirichlet 特征 , ro 为 任意 整数 的 p 进 工 函数 L,(s, xw"*). 根据 定理 10.6, 对 于 满 
足 r=ro (mod p 一 1) 的 任意 正 整数 > (但 p=2 时 为 r=ro (mod 2)) 成 立 


(10.2) Lp(1 —7,Xw™) = (1— Xx(p)p™™) Ll — ,xX). 


即便 在 这 些 值 的 范围 内 , 也 可 给 予 L,(s, xw"*) 以 特征 描述 . 之 所 以 这 样 说 是 因为 在 
代 一 "|7 EZ>o0, 7 三 ro (modp 一 1)} 的 (p 进 拓扑 下 的 ) 闭 包 上 的 值 完 全 决定 了 短 
级 数 展开 式 的 系数 . 

又 由 上 面 的 性 质 (10.2) 可 知 , 我 们 在 本 小 节 (b) 开始 处 曾 推测 存在 的 f。 恰好 
就 是 Zp(s,wro). 

一 般 地 , 对 于 Dirichlet 特征 x, 我 们 称 x(-1) = 1 的 x 为 偶 特征 , 而 x(-1) = 一 
的 x 为 奇特 征 . 对 于 奇特 征 x 与 正 偶数 7, 有 L(1 一 7,x) = 0. 另外 对 于 偶 特征 x 与 
正 奇数 7, 除去 x = 1,7 = 1 外 ,也 有 Z(1 -mxX) = 0. 于 是 , 由 定理 10.6 中 L,(s, Xx) 
的 性 质 , 如 果 考虑 到 w 为 奇特 征 的 话 , 则 当 x 为 奇特 征 时 Lp(s,x) 恒 等 于 零 . 因此 ， 
我 们 的 兴趣 便 在 偶 特征 x 的 p 进 工 函数 L,(s,x) 上 了 . 

在 定理 10.6 对 Lp(s,x) 做 特征 描述 时 出 现 的 1 - xw-"(p)p"-! 是 在 p 的 Euler 
因子 为 像 1 - xXw-"(p)p-* 这 样 的 函数 离 p 进 连续 函数 还 很 远 , 所 以 除 此 以 外 
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还 必须 有 其 他 的 东西 . 对 于 任意 的 Dirichlet 特征 x, 定义 C 上 的 函数 L(yy(s,x) 为 
Ltp}(s,X) = (1 —X(p)p “*)L(s,X), 并 以 


Lp(1—7,X) = Lep}(l —7,Xxw™") 


给 出 刻画 p 进 工 函数 特征 的 表达 式 . 

我 们 在 此 不 去 直接 证 明定 理 10.6. 在 下 面 的 (c) 小 节 中 将 要 令 述 比 Lp(s,x) 为 
2 进 全 纯 函数 更 强 的 性 质 , 并 在 后 面 的 (e) 给 出 证 明 . 

另外 关于 Lp(s,1) 在 s = 1 具有 一 阶 极点 , 我 们 来 给 点 评注 ， 因 为 我 们 是 从 
64(1 一 7) 的 p 进 性 质 出 发 来 作 p 进 工 函数 的 , 所 以 在 正 整数 的 值 无 论 如 何 都 应 当 是 
没有 问题 的 . 虽然 如 此 , 似乎 是 对 应 于 6(s) 在 s = 1 具有 一 阶 极点 那样 , 我 们 惊讶 地 
发 现 Lp(s,1) 在 s = 1 也 有 一 阶 极点 . 其 原因 并 不 是 这 样 的 p 进 工 函数 可 由 复工 函 
数 在 负 整 数 的 值 偶然 地 、 人 为 地 做 出 来 的 , 而 是 有 着 某 种 更 深层 的 原因 . 再 有 , 对 于 
全 实数 域 而 言 , 称 同样 的 命题 “全 实数 域 K 的 p 进 工 函数 Ly,k(s,1) (本 书 将 不 对 
此 定义 ) 在 s = 1 具有 一 阶 极 点 ”为 Leopoldt 猜想 , 这 是 一 个 尚未 解决 的 难题 . 


(c) 岩 泽 函数 


在 前 一 小 节 叙 述 了 p 进 工 函数 具有 “p 进 全 纯 ” 这 样 好 的 性 质 ， 比 起 仅仅 是 连 
续 来 这 是 一 个 更 强 的 性 质 , 实际 上 p 进 工 函数 是 具有 更 加 强大 的 收敛 性 的 函数 . 本 
小 节 的 目的 是 要 讲述 具有 这 些 突出 性 质 的 p 进 工 函数 , 即 岩 泽 函 数 . 

设 x 为 取 值 于 Ws 的 Dirichlet 特征 , 并 设 Ox = ZlImx] 为 Z。 上 由 x 的 像 生 
成 的 完备 离散 赋值 环 . 由 于 此 处 的 Imx 是 ”中 的 有 限 群 , 故而 我 们 注意 到 , 存在 
某 个 > 0 使 得 其 可 以 写 为 Imx = jw (r 次 单位 根 全 体 ). 特别 地 ， Ox 的 商 域 为 Q 
的 有 限 扩 域 . 

如 同 在 (b) 小 节 所 见 , 当 p 为 奇 素数 时 ZX 的 于 群 1 + pZp 同 构 于 加 法 群 Z，. 
而 当 p=2 时 Z¥ 的 子 群 1 + 4Z2 则 同 构 于 Zo. 为 了 能 将 奇 素数 的 情形 与 p = 2 的 
情形 统一 表示 , 我 们 都 使 用 1 + 2pZ 来 表示 . 设 _ 为 1 十 2pZp 的 拓扑 生成 元 . 也 就 
是 说 , 取 ， 使 得 “一 1 被 2p 除 尽 而 不 被 2p? 除 尽 (例如 p 为 奇 素数 时 取 二 1 十 了 
即 可 ). 将 1 + 2pZp 的 任意 元 写成 va, a e Zo 的 形式 . 设 4 = 1+2pw 从 而 ua = 
1+ 2pwa+ (pu ae 也 4.... 


定理 10.7 ( 岩 泽 ) 固定 1 + 2pZ 的 一 个 (拓扑 ) 生成 元 岂 
( 设 Frac(Ox[[7]]) 为 形式 固 级 数 环 OX[[T]] 的 商 域 . 对 于 Dirichlet 特征 x, 存 
在 Frac(Ox[IT]]) 的 元 Gx(T) e Frac (Ox[[]) 满足 


Lp(s,X) = Gx(w —1). 


(2) 当 X 的 导 子 既 非 1 又 非 pn (n > 2) 时 , GX(T) 自身 便 是 O[[T]] 中 的 元 . 更 
准确 地 说 是 3Gx(T) < OXILT]] 0 
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由 此 定理 能 够 知道 非常 多 的 东西 . 首先 , 自然 涌现 的 疑问 是 震级 数 (的 商 )G、(T) 
具有 何 种 意义 ? 实际 上 回答 这 个 问题 也 可 以 说 成 是 整个 本 章 的 目的 . 其 次 , 我 们 能 知 
道 可 由 震级 数 表 示 的 Lp(s, x) 具有 非常 强 的 收敛 性 . 当 记 wu = 1 + 2puw，w e Zp 时 ， 
则 ws 可 以 展开 为 震级 数 


= (+2pu) 
=1+2pus+ 人 u2s(s 一 1) 十 … 
ee ms(s 一 1)……(s 一 你 十 1 十 


观察 上 式 就 可 知道 s" 项 的 系数 必定 被 (2p)"/nl 除 尽 . 
因此 , 对 于 任意 的 寡 级 数 F(T) e Ox[[T]], 当 记 Flus -1) = > ansn 时 , 对 于 所 
有 的 n> 1 on 均 被 2pj*/nl 除 尽 . 在 -oo 时 , (2p)"/nl 在 进 拓扑 下 非常 快 地 
趋向 于 0. 实际 上 , 设 ordy 为 p 所 决定 的 正规 离散 赋值 ( 即 被 p 除 尽 的 次 数 , 参看 定 
义 1.15), 那么 因为 由 下 面 的 问题 3 知 ordy(n!) < 故 得 到 以 下 的 


n! 


et (多 ) | > -hn p#2 


2n—ordp(n!)>n p=2. 
问题 3 证 明 , 当 = ao 二 aip 十 … 十 arp", 0 < aoal ,ar 和 sp 一 1 时 ， 
ordp(n!) = > ai — 1)/(p— 1). 

0 


从 上 面 的 定理 10.7 可 以 得 到 以 下 的 命题. 


命题 10.8 设 X 的 导 子 既 非 1 也 非 p?,p3,… 的 Dirichlet 特征 . 对 we 各, 说 
卫 进 工 函 数 Lp(s,X) 的 Taylor 展开 为 


20= Dan(s — a)", 
n=0 
则 对 于 n> 系数 ane Ox 被 2. (2P” 除 尽 , 特别 地 成 立 


onto > (1— 51)" (#9 
>n+1 (p= 2). 


这 里 的 ordp : Ox 一 @ 是 以 ordp(p) = 1 正规 化 的 Ox 的 离散 赋值 . 口 
这 样 , 将 us 一 1 代入 该 竹 级 数 所 得 到 的 函数 便 称 做 岩 泽 西数 (Iwasawa function). 
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由 命题 10.8 知 , 对 于 所 有 n > 1, an 至 少 也 是 在 Ox 的 极 大 理想 之 中 . 由 于 命题 
10.5 可 以 直接 从 这 个 事实 中 推导 出 来 , 我 们 现在 便 来 叙述 它 . 

命题 10.5 (Kummer 同 余 式 ) 的 证 明 设 ro 为 整数 , 且 ro 关 0 (modp 一 IT). 于 
是 p 必定 为 奇 素数 , 又 wr 关 1. 由 于 wr 的 导 子 为 p, 故而 可 以 应 用 命题 10.8. 当 展 
开 短 级 数 


Zp(swnm) = i —1+70): (ai € Zp) 


i=0 
时 , 由 上 述 的 命题 10.8 知 , 对 于 所 有 的 i > 1, p 除 尽 a;， 因 此 对 于 满足 + = ro 
(mod (p 一 1)p"-!) 的 任意 7 成立 


Lp(1 —7,w") = Dai(ro —7)’ = ao (mod p"). 


i=0 


如 果 再 有 r 为 正 整数 的 话 , 那么 由 Lp(1 -mwn) = (1 一 pr-1)C(1 一 7), 我们 便 有 
(1—p™)¢(1 -7)=a0 (mod p"), 


故而 对 于 这 样 的 7, (1 一 p"-1)C(1 -7) mod pn 固定 不 变 . 品 


问题 4 取 2 为 奇 素数 , ri 为 正 偶数 , 是 ri 关 0 (mod p 一 1), 并 设 Gur(T) € Zp[[T]] 为 
定理 10.7 所 保证 存在 的 那个 寡 级 数 , 在 写成 


Gon (D) = DAiT' ez 


i=0 


时 , 我们 假定 41 被 p 除 尽 ， 证 明 , 对 于 任意 的 正 整数 r > 0 和 n > 0, 如 果 有 mi 三 r2 
(mod (p 一 1)p"!), 则 成 立 


(Ip )(1 nr) —p")(l — 72) (mod p"+1). 


(成 立 比 Kummer 同 余 式 (命题 10.5) 中 p 的 短 大 1 的 同 余 式 . 我 们 还 不 知道 有 A 
和 A41 都 被 p 除 尽 的 这 样 的 p 的 实际 例子 .) 

定理 10.7 的 证 明 将 在 (e) 小 节 中 给 出 . 下 面 我 们 要 叙述 对 于 寡 级 数 Gx(T) 非常 
重要 的 定理 . 


定理 10.9 (Ferrero-Washington) 假设 X 为 偶 特征 (X(-1) = 1), 其 导 子 既 
非 1 也 非 ,p53,.… 并 设 7 为 离 朋 赋值 环 O、 的 极 大 理想 的 生成 元 , 而 G(T) 为 定 
理 10.7 中 那样 的 军 级 数 , 则 了 Gx(T) 不 被 r 除 尽 . 也 就 是 说 当 写成 


BGx(T) = BAT’ e OILT)] 


i=0 


时 ，4i 中 至 少 有 一 个 不 被 ft 除 尽 . 口 
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这 个 Ferrero_Washington 定理 的 意义 及 其 重要 性 在 810.2 以 后 将 会 变 得 清楚 明 
白 . 该 定理 的 证 明 将 在 (8) 小 节 给 出 . 

(d) 群 环 与 完备 群 环 

为 了 研究 p 进 工 函数 的 更 深入 的 性 质 , 有 必要 了 解 群 环 的 知识 . 因此 , 我 们 在 
此 要 叙述 有 关 的 群 环 和 完备 群 环 . 

设 R 为 交换 环 , G 为 有 限 群 (其 运算 以 乘法 记 之 ), 这 时 我 们 定义 G 在 R 上 的 
群 环 RIG] 如 下 . RIG] 的 元 是 G 的 元 以 R 为 系数 所 形成 的 线性 组 合式 


> aoc (aeB): 


oEG 


在 RIG] 中 的 和 与 积 自然 地 予以 定义 , 即 定义 


Dorrt dD bo= Doo +bo)o 


aeG coEG aeEG 


(5 oo) (5 mo) a 史 


oeG oeG EC veG 
TEG 


(其 中 cv = > aabg). RIG] 作为 RR 模 (在 日 本 叫做 R 加 群 一 译注 ) 是 秩 为 #G 的 
自由 已 模 ““ 

下 面 定义 完备 群 环 . 设 G 为 投射 有 限 (profinite) 群 , 即 G = lim Gi (Gi 为 有 限 
群 ). 壁 如 , Z, = limZ/p: 以 及 无 限 Galois 扩 域 的 Galois 群 都 为 投射 有 限 群 . 这 时 ， 
定义 G 在 R 上 的 完备 群 环 RI[G]] 为 


RG = 和 mRIG]  (G= 血 c， 


在 这 里 ,逆向 系 (Gi) 的 映射 fj; : G; 一 Gi 自然 地 给 出 映射 RIG;] 一 RIGi] : 
天 aoca 一 弓 aofii(o), 这 个 逆向 极限 lim RI[Gi] 便 是 关于 这 个 自然 映射 的 。 当 
oEGj oEGj 
G 为 有 限 群 时 , RI[[G]] 与 RIG] 相同 . 
我 们 将 要 在 本 章 中 多 次 应 用 下 面 的 这 个 命题 . 
命题 10.10 设 民 为 p 进 分 离 完 备 , 即 满足 RR = JjimR/p"R 的 环 . (例如 ,, 民 
为 完备 离散 赋值 环 , 其 商 域 的 特征 为 0, 而 剩余 域 的 特征 为 p > 0.) 考虑 完备 群 环 
RI[Zp]], 其 中 Zp 被 看 做 加 法 群 . 对 于 Zp 的 元 we Zp, 以 [a] e RI[Zs]] 表示 对 应 的 
在 完备 群 环 中 的 元 . 于 是 , 存在 单 变量 形式 界 级 数 RI[T]] 与 RI[Zp]] 间 的 同 构 映 射 : 


RI[T)] S$ RllZp)] 
f(T) 5 f() -DD). 
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其 中 JI 一 1 的 准确 意思 如 下 . 对 于 aE 吕 设 [a mod pi 表示 其 在 RZ/pi] 中 对 应 
的 元 , 那么 f([1 mod pi] 一 1) 则 可 看 作 R[Z/pi] 的 元 , 从 而 构成 了 一 个 逆向 系 . 记 其 
逆向 极限 为 f([1] 一 1). 

特别 地 ,对 于 任意 的 a E Zp, 按照 这 个 同 构 [a] € RI[Zp]] 对 应 于 (1+T)a = 
1+oT + ee Ta 

[证 明 ] 将 R[Z/pi] 的 元 [1 mod pi] 写 为 1+T, 则 给 出 了 环 同 构 


RIZ/p] 2 RITI/((1 + T)? —1) 
[L mod pj] 1+T. 


它 的 逆 映 射 为 f(T) mod (1 十 T)?" 一 1 f([1 mod pi 一 1). 因此 由 以 下 引 理 便 得 到 
了 命题 10.10. 口 


引 理 10.11 设 民 为 命题 10.10 中 的 样子 , 于 是 


bm RITI/((1+ 7)? -1) ~ RIT). 
[证明 ] 首先 我 们 注意 到 , 由 于 为 p 进 完备 ( 即 R= fim R/piR), 故而 


RIT] = hm RITI/(T) = lim RITN/(pi, T°) = lim RIT]/(p, 7) 
lm RN/(Q + 7T) -1) = hm RIT)/(pi, (1 + 7)" — 1). 


因此 , 如 果 能 证 明 对 于 任意 正 整数 i 存在 某 个 正 整数 ; 使 得 (p,T)i c (pi, (1+T)?' 一 
1), 以 及 对 于 任意 的 正 整数 i 存在 某 个 正 整 数 j 使 得 (pi, (1 十 T)” 一 1) c (p,T)i 就 
可 以 了 . 于 是 我 们 只 需 证 明 

(1) 对 于 任意 i, 如果 取 j 充分 大 , 则 有 Ti e (pi, (1 十 站) 一 1)， 

(2) 对 于 任意 i, 如 果 取 j 充分 大 , 则 (1 + 了 T)” 一 1€ (p,T)i. 

对 于 (1), 因为 TP e (p, (1 十 了 T)?" 一 1), 故 成 立 


(LP) = Tr € (pi,(1+T)" -1). 
对 于 (2), 我 们 有 


(L+Z)P —1 (1 二 六 天 
QDI (Ctr (CW 


(1+T)?” —1= 


由 于 右 端的 i 个 元 全 都 属于 (p,T), 故 知 (1 +T)z 一 1 € (p,T)i, 这 样 , 引 理 10.11 
得 证 . 口 
后 面 还 要 使 用 关于 群 环 的 如 下 事实 . 
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命题 10.12 设 尺 为 交换 环 ， G 为 nn 阶 有 限 Abel 群 . 假设 工 < 尽 并 且 书包 
含 了 n 次 本 原单 位 根 . 以 G = Hom (G,Rx) 表示 从 G 到 RX 的 全 体 同 态 . 于 是 
(对 于 XeG 令 
ex = 1 Dx)o! e RIG), 
aoEG 
则 ex 满足 扩 =ex, exo =X(o)ex, Dex=1, ex'ex =0 (Xx#X). 


EG 
(2) 设 M 为 BIG] 模 , 则 M 可 分 解 为 


M= 个 eV. 
XEG 
[证 明 ] (1) 只 需 经 过 通常 的 计算 即 可 . (2) 则 由 (1) 得 到 . 实际 上 由 1 = 学 ex， 
对 任意 的 z e M, 可 写 为 z = 汀 ex .z. 车 有 沈 exax = 0 (ax e M), 那么 由 
多 =ex, ex'ex=0(X 关 X) 知 , 当 乘 以 对 任意 x 的 ex 时 得 到 exax = 0. 因此 这 是 
个 直 和 分 解 , (2) 得 证 . 和 


(e) Galois 群 与 p 进 工 函数 


我 们 由 ¢ 函数 以 及 工 函数 的 特殊 值 能 够 定义 称 为 p 进 工 函数 的 p 进 连续 函数 ， 
它 不 仅 是 p 进 连续 的 而 且 是 p 进 全 纯 的 , 还 看 到 了 它 不 仅 是 p 进 全 纯 的 而 且 还 是 岩 
泽 函数 . 也 就 是 说 , p 进 工 函数 的 本 质 是 某 个 形式 震级 数 G(T). 在 这 个 (e) 小 节 中 
将 讲述 p 进 工 函数 实际 附着 在 Galois 群 的 群 环 之 上 这 个 事实 . 这 是 个 只 比 岩 泽 函 
数 强 一 点 的 事实 . 

考虑 连续 同 态 x : G 一 Lx (L 为 Q@, 的 有 限 扩 域 ), 其 中 G 作为 交换 的 投射 有 限 
群 但 其 像 不 一 定 有 限 . 这 个 映射 可 像 下 面 那样 延 拓 为 环 的 连续 同 态 x : Zz[[G]] 一 工 . 
设 G = lmG/H, (H 遍历 G 的 开 子 群 ), 以 As Zp[IG]] 表示 A = (hn), pn = 
党 ato0 € Zp[G/H]. 又 设 I 为 {(X(h) -1)x(o) | he HH,o € G} 生成 的 Z, 模 , 那 
么 在 mod 三 的 意义 下 考虑 x(j#) = 并 arvxX(o). 当 HH 接近 {1} 时 , Iy 则 靠近 
{0}, 故而 当 我 们 定义 x(j#) 的 极限 为 x(w) 时 便 得 到 了 上 述 那 样 的 同 态 . 对 于 x(y) 
我 们 可 以 将 x 考虑 为 对 由 /构成 的 测度 的 积分 ( 即 x(y) 可 写 为 [xdp), 但 我 们 对 
此 不 再 加 阐述 . 

现在 要 考虑 的 是 分 圆 域 的 Galois 群 , 对 于 正 整数 ”以 jy 表示 全 体 n 次 单位 
根 , 而 Q(u) 表示 在 Q@ 中 添加 全 体 n 次 单位 根 得 到 的 域 . 像 在 85.2 中 所 看 到 的 那 
样 , 我 们 有 Gal(Q(jn)/Q@) 兰 (Z/n)*， 那么 , 我 们 取 No 为 与 p 互 素 的 整数 , 考虑 
QUwop=) = VU, Qnor"), 于 是 有 


Gal (Q(xop=)/Q) = lim Gal (Qnopn)/Q) = lim(Z/Nop™)* 
~ im(Z/No)* x (Z/p")* = (Z/No)* x ZX 
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由 于 像 在 (b) 小 节 中 那样 我 们 有 ZX = (Zp/2p)x x Z,, 那么 , 使 用 这 个 同 构 便 有 : 


(10.3) Gal(Q(puwope)/Q) = A xT 
人 之 (Z/Nop)”  ”p 为 奇 素数 
(Z/4No)* p=2 
工 Zrp. 
Gal(Q(kwop~)/Q) 作用 于 全 体 pr 次 单位 根 up。 上 , 从 而 也 作用 于 lim pn 上. 
因为 jim pwpr 为 秩 为 1 的 自由 Zn 模 , 故而 这 个 作用 可 以 用 ZX 的 元 表示 . 确切 地 


写 出 来 就 是 , 对 于 o es Gal(Q(Jwop~)/Q) 存在 唯一 的 ZX 的 元 a, 使 得 对 于 任意 的 
n>0 以 及 CE jpr 成 立 (5) = 人. 记 此 a 为 k(o). 于 是 得 到 了 同 态 映射 


%: Gal (QUwopm)/Q) 一 ZY. 


称 这 个 映射 为 分 圆 特 征 ， 在 考虑 上 面 的 Galois 群 的 分 解 Gal(QUwop=)/Q) ~ (Z/ 
To)x x ZX 时 , « 正 是 其 第 二 个 分 量 的 投影 . 也 可 将 « 考虑 为 


5: Gal(Q(ump=)/Q) — Op”. 


我 们 应 注意 , 相对 于 Dirichlet 特征 的 像 为 有 限 群 而 言 , * 的 像 是 无 限 群 . 
对 于 奇 素数 p, 我 们 将 


Gal(Q(pop*)/Q) © ZY -ea2 (Z/p)x 


与 在 (b) 中 所 叙述 过 的 Teichmiiller 特征 w : (Z/p)x 一 ZX 复合 , 则 得 到 了 同 态 
ww :Gal(QUwp=)/Q) 一 ZX， 在 此 我 们 仍然 用 了 w 来 表示 它 , 并 仍然 称 它 为 Te- 
ichmiiller 特征 . 对 于 p = 2 也 同样 , 简单 地 以 w 表示 wo mod 4ok. 以 (rk) = 二 
定义 特征 


(中 :Gal(QUwp=)/Q) — ZX, 


则 可 考虑 对 应 于 Gal (Q(Jwop~)/Q@) 的 分 解 (10.3) 的 的 分 解 = w(x). 在 这 里 , 我 
们 认为 w 是 A 的 特征 , 而 (x) 为 工 的 特征 . 
我 们 再 定义 完备 群 环 Aw 为 


Am = Zpl[Gal (Qjwop=)/Q)]. 


记 Am 的 全 商 环 为 8(An。). 就 是 说 , 8(Aw,) 为 所 有 了 (a,B e Awo， 8 为 非 零 因 子 ) 
所 构成 的 环 . 现在 我 们 定义 


Am ={9sQ@(Aw) | 对 所 有 ce Gal(Q(jvopw)/Q) 有 (1-o)9e Anwo}. 
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A 是 Q(An。) 中 的 A 模 并 包含 了 AN. 将 Am 考虑 为 Gal(Q(UNop=)/Q) 的 所 
有 Z 测度 所 构成 的 群 ， 那么 则 称 ANX。 为 所 有 伪 测 度 (pseudo-measure) 构成 的 群 . 
我 们 在 这 里 不 打算 深入 到 测度 论 的 解释 中 去 . 

我 们 现在 来 给 出 AX。 的 具体 表示 . 取 工 作为 Zr 模 的 一 个 (拓扑 ) 生成 元 >, 在 
分 解 Gal(Q(uwp=)/Q) = A x 中 记 (17) 对 应 的 元 为 yw。€ Gal(Q(UNop= )/Q). 
另外 , 令 NA = DBRCRY < Am. 于 是 , AX 可 表示 如 下 . 


命题 10.13 设 Yn, Na 如 上 所 示 , 则 


Na 
AN = 一 -一 一 Zp 十 ANo. 
Wl ey 


o 


[证 明 ] ”首先 证 明 右 端 在 AX 之 中 . 因为 对 于 ceA 有 (1-(c1))NA = 0, 故 有 
(1 一 (0, 了 ))( 右 端 ) cAw. 设 7ET, 由 于 为 的 生成 元 , 故 可 写成 7 =*, a e Zp. 
此 1-7 被 7 一 1 除 尽 所 以 我 人 有 (1 一 (1,7))( 右 端 ) C An。， 一般 地 , 对 于 
0 EA, TET, 因 为 有 1 一 (0,7) = (1 一 (0,1))(1,7) 十 1 一 (1,7), 故 根据 上 面 的 结果 有 
(1 一 (0,7))( 右 端 )c An。 从 而 ( 右 端 ) C AN,. 
反之 , 设 ze AM, 由 (1 一 Yo)z E Am 并 考虑 Am = Zp[A] 二 (Ymo 一 了 DAno, 则 
可 写成 


a 
ey 8 二 et) ,Qo € Zp, BEANo. 
其 次 因为 对 于 o € A 有 (1 一 (0,1))z € Amo, 故 (1 一 (o,1))a = 0, 最 后 得 知 (1 一 
o) 三 aea = 0. 由 于 这 是 对 所 有 的 ce A 都 成 立 , 故 所 有 的 a。 都 相等 , 记 其 为 
a = cNA, ce Zp. 这 就 是 说 AN, c( 右 端 ). 和 

设 x: Gal(Q(jwop~)/Q) 一 三 ”为 像 不 一 定 有 限 的 连续 同 态 . 如 在 本 小 节 一 开 
始 看 到 的 那样 , 由 于 线性 性 与 连续 性 (按照 ( 汗 ao0) 一 lim 汀 aox(o)), x 可 延 拓 为 环 
同 态 


X:Aw = Zp[[Gal (QUwp=)/Q)] 一 可 
在 下 面 我 们 以 同一 个 记号 x 记 这 个 环 同 态 与 群 同 态 ， 设 x 了 1， 此 时 , 取 ce 
Gal(Q(Uwr=)/Q) 使 得 x(o) 关 1, 那么 对 于 9 <e AN,, 我 们 定义 x(9) = x((1 一 
0)9/(1 一 Xx(o)). 根据 命题 10.13, 可 写成 6 = 一 一 人 Ta+b, as | 9'€ Amo, 于 是 当 
Xla 关 1 时 使 得 x(0) = x(9), 而 当 xla = 工 ke X(9) = 这 A 十 Xx(9). 特别 
地 , x(9) 的 定义 不 依赖 于 o 的 选取 . 这 样 一 来 , 对 于 x 关 1 定义 了 


X:AN = ZpllGal (Q(pwop»)/ QO) — 


下 面 的 定理 是 $10.1 的 主 定理 . 这 个 定理 叙述 了 p 进 6，zw。 位 于 群 环 AN, 之 
中 的 事实 . 
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定理 10.14 对 于 与 p 互 素 的 正 整数 No, 存在 唯一 的 满足 下 面 性 质 (+) 的 元 
ZNo € ANo = Zpl[Gal (QUwo=)/Q)]~. 


设 义 是 取 值 于 Ts”, 且 其 导 子 N 除 尽 Nopee 的 任意 Dirichlet 特征 . 这 里 所 说 的 
“和 除 尽 Nop”>” 是 指 ,存在 某 个 整数 a > 0 使 得 N 除 尽 Nope ( 注意 此 时 X 的 像 为 有 
限 ). 设 > > 0 为 任意 正 整数 k 为 分 加 特征. 考虑 将 Xer : Gal (Q(jwopw)/Q) 一 三 
按照 上 面 所 说 的 那样 延 拓 到 群 环 的 映射 


Xer : AN, — Wp. 


这 时 , 对 于 任意 这 样 的 X 和 任意 的 + > 0, 在 Xkr 下 zws 被 写 为 


(*) Xu (ZNo) = [1 es or L(1 —r7,X). 
lINop 

右 端 的 积 遍历 除 尽 Nop 的 素数 1. 另外 按照 固定 的 克 在 友 , 中 的 谈 入 , 将 X 看 成 是 
在 Cx 中 取 值 的 Dirichlet 特征 , 也 将 三 (s,X) 看 成 是 复工 函数 . 口 

这 个 定理 包含 了 比 p 进 工 函数 只 是 岩 泽 函 数 要 更 深刻 的 信息 . 

我 们 将 在 后 面 的 (f) 小 节 中 证 明 此 定理 . 在 此 我 们 在 先 承认 这 个 定理 的 前 提 下 
来 证 明定 理 10.6 和 定理 10.7. 

[定理 10.6 和 定理 10.7 的 证 明 ] 设 X 是 导 子 为 N 的 Dirichlet 特征 , 并 记 
六 = Nop", 其 中 No 与 p 互 素 . 相伴 于 分 解 Gal(Q(jwopw)/Q) = 人 xT 我 们 有 xy 的 
分 解 x = XiXa (Xi 为 A 的 特征 , 而 x 为 工 的 特征 ). 当 p 为 奇 素数 时 xi 的 导 子 不 
被 p 除 尽 . x 的 导 子 或 为 1 或 为 pe(a > 2). 当 p = 2 时 x 的 导 子 不 被 8 除 尽 , x 
的 导 子 或 为 1 或 为 ze (a > 3). 一 般 地 , 称 A 的 特征 为 第 一 类 特征 (character of the 
first kind), 而 称 的 特征 为 第 二 类 特征 (character of the second kind). 

从 完备 群 环 Am = Zbl[Gal(Q(jwop~)/Q]] 到 完备 群 环 O、, [TJ] (Ox = Z» 
[Imxa]) 的 映射 os 定义 为 


bs :AN 一 Oxf[I]] 
(5 Qor(0, ) [a 全 orxatojr) 和 
这 里 Gal(Q(jwop~)/Q@) 的 元 按照 分 解 Gal (Q(jwsp~)/Q@) = A xT 可 表示 为 (0,7) 
(go & A,7 ETT). 回想 我 们 在 定理 10.7 中 曾 固定 过 一 个 1 + 2pZ 的 乘法 的 拓扑 生成 
元 u. 取 T 的 生成 元 Y 为 满足 <(?) = 的 元 . 利用 将 工 视 为 与 Z 等 同 . 于 是 根 


据 命题 10.10 知 Ow, [[]] 与 单 变量 的 形式 寡 级 数 环 Ox:[[Z]] 同 构 . 具体 地 说 , 对 应 的 
同 构 可 以 为 


Ox {I)] ~ Ox, [四 
T+T)® (aeZ,). 
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当然 , 这 个 同 构 依 粮 于 4 的 选取 . 这 样 便 得 到 了 环 同 态 
bea: A = OnallT)] S oullrl 
定义 Ow [TJ~ = 未 Ox tT] 则 按照 命题 10.13, 上 面 的 pxaw 可 自然 地 延 拓 为 
brea: A = Ox llTI. 


在 此 , 我 们 注意 到 , 如 果 x1 关 1 便 有 px, (NA) = 0, 故而 由 命题 10.13 知 px,w 的 像 
落 入 了 Ox,[[T]] 中 . 也 就 是 说 , 当 x 关 1 时 , 定义 了 同 态 


pri AN = Ox [[T)]. 
现在 取 zw e AX。 为 定理 10.14 所 确保 存在 的 元 , 我 们 定义 
gx (T) := pul2No) € Ox [TI 
如 上 所 说 , 如 果 xi 关 工 则 有 gx,(T) e Ox,[[T. 现 令 
Gx(T) := gx (X21 +T) — 1) € Frac (Ox[[T)]). 
其 中 Ox = ZplImX], Frac(Ox[[Z]) 为 Ox[[Z]] 的 商 域 . 按照 定义 , 对 于 正 整 数 + > 0， 
可 进行 下 面 的 计算 : 
Gx(s(W)!" —1) = gx (x2(Y (NW) — 1) 
= gx (X2(7)5(7)" — 1) 
= X1X2(«)" (zwo) 
= XW "kn" (ZNo) 
=(1 -Xu "(pp )L(1—r,xw™"). 


其 中 (x) = 和 ,在 最 后 的 那个 等 号 处 我 们 使 用 了 x 的 导 子 为 N = Nope 的 事实 以 及 
定理 10.14. 叙 此 , 如 果 定 义 


Lp(s,X) = Gx(e( 六 一 1])， 


则 它 就 成 为 在 定理 10.6 所 叙述 的 p 进 工 函数 . 
由 zw e A%, 及 命题 10.13, 我 们 可 记 


ga(T) = PRE + ce 2,, geOnltr 
于 是 我 们 可 写 出 
Gu rr A + 0 ce ZG € Ow, [IT 


X29 +I 1 
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从 而 可 写 


ja eo 十 万 ce Zp, f 为 p 进 全 纯 函数 . 
注意 , xz(7) 为 单位 根 , 如 果 x 关 1 则 Xa(7) 关 1. 于 是 , 除去 x = 1, s。 = 1 外 , 知道 
Lp(s,x) 在 任意 点 都 为 p 进 全 纯 . 我 们 将 在 下 面 的 (f) 小 节 证 明 , 当 x = 1,s = 1 时， 
Lp(s,1) 具有 留 数 为 1 3 的 一 阶 极点 . 除了 这 一 点 外 , 定理 10.6 已 得 证 . 

下 面 证 明定 理 10.7. 如 果 想 到 我 们 取 了 «(7) = uw 那么 (1) 已 在 上 面 证 过 了 . 现 
在 证 明 (2). 设 x 满足 定理 10.7 (2) 的 条 件 , 于 是 有 Xi 关 1. 因此 按照 上 面 所 说 的 那 


样 我 们 有 gx, (7T) s Ox [7 有, 从 而 Gx(T) es Ox[[z]. 如果 p 为 奇 素数 , 则 3 € Ox, 


立即 得 到 1G、(T) < Ox[[ZJ]. 下 面 设 p 一 2. 
记 在 自然 同 构 Gal(QUswoy)/O) = (Z/ND)x x Zx 下 ,对 应 于 (_1,_1) 的 元 为 
0_1 e Gal(Q(pwop~)/Q). 由 AX 的 定义 有 (1 - o_1)zw。 E AN 进而 成 立 下 面 的 断 


断言 (1 一 -zw = 0. 


[断言 的 证 明 ] 设 消 为 A= (Z/4No)x 的 特征 , 如 同上 面 那 样 , 考虑 映射 da 
Am 一 Ovw[[TII~. 于 是 , 因为 对 于 任意 的 奇特 征 , 像 已 经 说 过 的 那样 有 Za(s,y) = 0， 
故 成 立 pwu(zNo) = 0， 因 此 ws 人 (1 - -zw) = 0， 对 于 A 的 偶 特征 ,由 于 
ywu(1 一 0-1) = 1 一 (-1) = 0 这 个 等 式 总 成 立 , 故而 最 后 得 知 , 对 于 所 有 的 小 有 
gypru((1 一 o-1)zwo) = 0， 由 此 便 推导 出 了 (1 - o_1)zw。= 0，( 要 看 出 这 点 , 譬如 
设 A 的 阶 为 m ; 由 于 只 要 能 证 明 在 Am @z, Qp(un) = (Zp[[r] @ Qp(jm))[A] 中 
(1 一 o-1)zmo = 0 就 可 以 了 , 故 只 要 由 命题 10.12 能 证 明 ey((1 - c_i)zw) = 0 即 可 . 


我 们 有 ey((1 一 oi)zno) = Gy((1 一 o-1)zno)ew, 从 而 断言 成 立 . ) ' 
将 zm。 写成 
wi = We “c+2No, CE Zp, Zh, € Ano. 
Two 一 1 


由 上 面 的 断言 有 (1 一 ci)zks = 0. 回忆 Aw = Zl[ITJ][A], 并 记 y= eo0 au € 
ae 
Z[ 吕 ]， 由 此 知 成 立 er = aoc_;。 因此 对 第 一 类 偶 特征 Xi 1 有 内 ,us(zw) e 
2Ox:[[Z]]. 这 便 对 于 满足 条 件 的 偶 特征 x 推出 了 Gx(T) e 2Ox[[T]]. 另外 对 于 奇特 
征 x, 由 于 已 经 说 过 有 G(T) = 0, 从 而 定理 10.7 得 证 . [ 
(f) 定理 10.14 的 证 明 一 Euler 方法 的 p 进 类 比 
在 本 (f) 小 节 中 将 进行 定理 10.14 的 证 明 . 已 知 对 定理 10.14 还 有 其 他 的 不 同 证 
明 . 譬如 , 使 用 Stickelberger 元 的 方法 (关于 它 , 我 们 将 在 810.3(d) 中 谈 及 ), 使 用 分 
圆 单位 的 方法 , 以 及 使 用 自 守 形式 的 方法 . 这些 方 法 由 于 直接 与 各 种 重要 的 数论 对 
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象 相 联系 故而 很 重要 , 但 在 这 里 所 考虑 的 不 是 上 面 的 这 些 方法 ， 而 是 以 类 似 于 求 C 
上 函数 在 负 整数 上 值 的 方法 来 进行 证 明 的 . 我 们 避免 那 种 使 记号 等 徒然 复杂 化 的 
一 般 情形 , 而 在 此 证 明 No = 1 的 情形 . 于 是 , 我 们 想 要 证 明 的 是 存在 具有 定理 中 性 
质 的 元 


21 € Zpl[Gal (Qo=)/Q)™. 


(如 果 其 存在 则 由 迄今 的 讨论 知 其 唯一 , 故 这 里 只 要 证 明 存在 性 就 可 以 了 .) z 是 作 
为 对 应 于 Riemann ¢ 的 所 谓 “pp 进 Riemann 4” 而 存在 的 . 考虑 Riemann 5 函数 在 
整数 的 值 , 于 是 对 应 于 考虑 在 zi 的 kr"(z1) (n € 2Z). 

首先 我 们 令 述 Euler 的 对 Riemann ¢, 即 6(s) = 3 吉 在 负 整数 上 的 求 值 办 法 . 
设 > > 0 为 正 整数 , 定义 t 的 有 理 函 数 g.(t) 为 


gr(t) = ( 翅 ) (去 ) 
由 于 当 | < 工时 有 了 ;= , 故 在 革 < 工时 有 g(t) = DE 在 此 , 在 我 
们 的 头脑 里 会 浮现 出 能 不 能 翘 :0 7) 计算 成 


gr(1)= pe =C(1—7) 
n=1 


呢 ? 这 样 的 荒 雇 想法 , 但 由 于 g(t) 在 t= 1 具有 极点 , 因而 这 是 不 可 能 的 . 于 是 Euler 
做 了 如 下 的 考虑 . 设 c > 2 为 不 小 于 2 的 整数 . 令 


g1,c(t) = g1(t) — cg1(t°). 


这 样 , g1(t) 与 cg1(t*) 在 t=1 的 极点 相互 消去 , 从 而 guc(b) 在 t= 1 全 纯 . 现在 令 


me) = (ta) ol 


我 们 也 将 它 写成 gn,e(t) = gr(t) 一 cigr(t*). 因为 gre(b 在 t=1 全 纯 , 故 ge(1) 有 意 
义 . 于 是 , Euler 将 gr,c(1) 当 作 


gr,e(1) = “gr(1) — cgr(1)” 
=(1—ce)c(1—r) 
来 计算 c(1 一 7) 的 值 . 在 这 里 的 第 一 行 的 等 式 是 一 种 没有 明确 意义 的 推测 , 至 于 第 二 
行 的 等 式 ， a 我 们 在 此 对 这 个 
方法 进行 简单 的 叙述 . 设 DD 为 由 D( > ant",s) = 时 ann-， 定义 的 变换 , 那么 , 因 
n=1 
为 D(gi1,c(t),s) 具有 积分 表达 式 ， fa C 上 的 全 纯 函数 , 从 而 能 证 明 
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D(g1c(),1 一 7) = gn,e(1). 另 一 方面 , 因为 D(91,c(t),s) = (1 -cl-*)6(s), 从 而 得 到 了 
上 面 的 等 式 . 我 们 因此 处 在 了 p 进 世界 之 中 , 并 成 功 证 明了 上 面 的 公式 , 但 我 们 还 是 
想 看 到 Galois 群 而 不 是 解析 延 拓 所 起 到 的 重要 作用 . 

以 下 设 p 为 素数 , 并 做 了 进 考虑 . 设 取 c > 2 为 与 p 互 素 的 整数 . gue(t) 可 写 为 


(ec— te-!1+ (ce—2)t-2+...+t 
tlt+te2+..+1 : 
将 #1 十 如 -2 十 … 十 1 看 作为 Zyl 一直 的 元 时 , 由 于 te-1+tc-2+. +1=e 
(mod (t 一 了 )) 以 及 c 关 0 (mod p), 帮 有 te-1+te-? 十 .… 十 1g (p,t 一 1). 因为 它 不 在 
局 部 环 Zpl[t 一 的 极 大 理想 之 中 , 故 te-! 二 te-? 填 .…. 十 1 为 可 逆 元 , 从 而 guclt) 为 
Zpllt 一 了]] 中 的 元 . 因此 , 对 于 任意 的 + > 0, ge(t) 属于 Zl[t 一 I]]. 

下 面 考虑 所 对 应 的 群 环 . 现 设 n > 0 为 正 整数 , 并 考虑 Galois 群 Gal (Q(ppn)/Q). 
以 ce 表示 在 自然 同 构 Gal (Q@(jwpn)/Q) ~ (Z/p")* 下 ae (Z/p")* 所 对 应 的 元 . 考 
虑 由 群 环 Zp[Gal(Q(pon)/Q)] 到 Z 因 /ttz"-1) 的 Zn 模 同 态 


Bn : Zp[Gal(Q(Un)/Q)] 一 Zz 因 /dtz" — 1) 
auca 上 aote (Qa € Zp). 


应 注意 , Bn 并 不 是 环 同 态 . ,为 单 射 , 其 像 为 这 些 如 (a 与 p 互 素 ) 生成 的 Zn 子 模 . 
考虑 亚 。 的 逆 极 限 . 由 引 理 10.11, 因为 im Zp 也 /(t?” 一 1) = Zl[[t 一 J]], 故 得 到 


guclt) = 


® :Zpl[Gal (Q(ppw)/Q)] = Zollt — I]. 


将 Zolkt 一 了 j 看 作 是 Zz[[tz 一 模 , 则 知 其 为 以 1,t,2,… ,tp-: 为 基底 的 自由 模 . 于 
一 卫 

是 考虑 Zl[[t 一 1]] 的 子 模 万 = AL 一 起, 则 知 更 的 像 与 五 一 致 . 因此 @ 给 

出 了 Zn 模 之 间 的 一 个 同 构 : 


® :Zol[Gal(Q(p=)/Q)] SH. 


记 此 映射 的 逆 映 射 为 
Dp : HS Zpl[Gal (Q(1p~)/Q)]]. 
我 们 把 这 个 Dw 想 成 是 C 上 变换 D(ant",s) = ann-s 的 p 进 类 比 . 
那么 在 此 由 于 gn,e(t) € Zplkt 一 ,而 gre(b) 有 瓦 ,我 们 要 对 gr,c(t) 进行 修正 使 
其 属于 H. 令 
fclt) = g1,c(t) — g1,c(t?), 
由 gi,elt) = gi(t) -cqr(t*), 则 有 


ficlt) = g(t) — gi(t?) 一 cgi(te) -giftep)). 
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其 中 因为 9 的 一 9itt)， 9itte) 一 g(t?) 都 在 二 二 右 之 中 , 故 刻 c( 在 有 之 中 .我 


们 定义 元 9. 为 


4 = Dp(fi,clt) szo[Gal(QUo=)/9)] 
设 * 为 (e) 小 节 所 定义 的 分 圆 特征 . 


引 理 10.15 
(D 设 1 为 平凡 特征 , 它 在 群 环 上 的 延 拓 仍 记 为 1. 此 时 有 下 面 的 交换 图 表 . 其 


中 斜 的 映射 为 根据 以 1 代入 t 所 定义 的 映射 . 


ZpllGal(QupY VW] — SH 


, JJ 


Zp f(D) 
图 10.1 


(2) 设 为 分 圆 特征 , 定义 Zp[[Gal (Q(un=)/Q)]] 的 自 同 态 r 为 
7:2Zp[[Gal(QUz=)/Q] = Zol[Gal (Qup=)/Q)] 


( > oo) 上 ( 部 eonlo)o) 


则 是 个 自 同 构 且 有 下 面 的 交换 图 表 : 
Zrl[lGal(Q(ypo)W] E> H 


才 | 加 
ZpllGal(Q(pp ON] EH 
其 中 (4) 是 将 fb) 映 到 4 名 f() 的 映射 , 它 将 万 中 的 元 映 到 玉 中 的 元 . 
因为 引 理 10.15 的 证 明 是 简单 的 , 故而 省 略 . 
根据 引 理 10.15, 对 于 任意 正 整数 > 0 我 们 可 以 进行 如 下 的 计算 : 
re) = 1(7"™—1(0.)) 
r—1l 
= ( 井 ) Aceolr 
= gr,e(1) 一 Dr-1gnc(D) 
= (1—p"™ 1)gr,e(1). 


将 其 与 Buler 的 公式 
(1—e)(1 7) = gne(l) 


a 
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相 比较 , 那么 Euler 的 公式 说 的 是 , 被 解析 延 拓 到 C 的 全 纯 函 数 D(gi,c(t),s) 在 1 一 
的 值 即 为 g,e(1), 对 应 地 , 我 们 能 够 把 上 面 的 公式 想 成 “被 进 解析 延 拓 到 Galois 群 
上 的 ” 6。 = Dp( 有 ,c(t)) 在 "1! 的 值 大 体 上 就 是 ge(1). 进一步 比较 两 者 得 到 了 
KH(0e) = (1—e)(1—p" (1 —7). 

引 理 10.16 设 7 为 引 理 10.15(2) 中 的 那样 , 并 令 外 二 7-1(0.). 又 设 oe 为 使 
得 kloo) = 的 Gal(Q(Jipw)/Q) 中 的 元 . 此 时 令 五 = 工 华 _， 则 = 不 依赖 于 c 的 选 
取 , 并 属于 AT = Zp[[Gal(Q(up= )/Q)]~. (对 于 AT? 的 定义 请 见 (e) 小 节 .) 进而 , 对 
于 任意 的 正 整 数 7 > 0 成 立 

Wa)=(1—p")(1 —7). 

[证 明 ] 设 zae=6/Q -co) 为 Al=Zo[Gal(Q(u=)/Q)] 的 全 商 环 Q(A1) 的 

元 , 那么 对 于 所 有 正 整 数 > 成 立 
«(zc) 一 Ar (0c)(1 — ce")-! 
Fp G(R ); 

这 里 , 我 们 注意 到 由 迄今 所 得 到 的 事实 可 知 这 个 等 式 给 出 了 4,。 的 特征 刻画 ， 因 
为 右 端 是 个 不 依赖 于 e 的 表达 式 , 故而 z1,。 也 不 依赖 于 c。 记 2 = zl,e， 对 于 满 
足 定义 条 件 的 任意 c。 有 (1 - ce)ja se Al = Zpl[Gal(Q(1p~)/Q)]] 由 于 集合 {c 
o 为 与 p 互 素 的 不 小 于 2 的 整数 } 在 ZX 中 稠密 , 故 对 于 任意 的 ce Gal(Q(u<)/Q) 
有 (1- co)zaeAi. 于 是 , 由 A? 的 定义 知 有 ze AY 

以 下 设 w 为 Teichmiiller 特征 , 我 们 还 必须 计算 winr(z) 的 值 . 首先 设 p 为 奇 
素数 . 并 设 i 为 整数 且 wi 关 1. 又 设 7 为 映射 (并 avc) 下 (学 aowi(a)o), 我 们 从 定 
义 来 计算 更 (rusr(z)), 则 知 


pl 
Di 
BT) = 一 太 


于 是 依照 引 理 10.15 得 出 


p—1 
g Nr BAO 
t=1 
而 右 端 按照 像 C(1 一 7) 同样 的 解析 延 拓 ， 知 其 等 于 L(1 7,wi). 这 就 是 要 求 的 表达 
式 . 当 p=2 时 也 有 (m7(z1)) =  w(a)#e/(1 -- 芍 , 而 其 他 的 证 明 相同 . 


a=1 
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以 上 , 定理 10.14 得 证 . 
最 后 对 Lp(s,1) 在 s = 1 为 具有 留 数 1 到 的 一 阶 极点 进行 证 明 . 在 上 面 的 证 
明 中 , 我 们 取 了 c = 1 (mod p). 于 是 可 写成 


区 
oN GA Ee 
此 Wt A ce—1 
= (abies +#7), 


而 因为 1 二 上 十 十 加 三 1 (mod (p,t 一 1)), 并 代入 形式 寡 级 数 log(1 + z) = 
2 CD" n/n, 则 可 以 将 log(1+t 十 … 十 te-1) 想 成 是 Qp[[t 一 4]] 中 的 元 . 同样 地 ， 


fclt) = (8 加 (wes Te 三 并 Slog 二 多). 
到 此 , 我 们 已 证 明了 


lg 二 二 


le ~ € Zllt — 1]). 
这 个 元 还 在 万 之 中 . 根据 引 理 10.15, 有 
1(0) = (logo) 人 4 -3). 


现在 , 像 在 (e) 小 节 那 样 分 解 Gal (Q@(jw<)/Q@) = A x 工 , 并 设 > 为 所 取 的 工 
的 拓扑 生成 元 ， 又 设 {cn} 为 收敛 于 kr(y) 的 正 整数 序列 (lim cn = «(mY)), 并 定义 
0 = ,lim_ be 由 连续 性 得 到 


1(0) = QogxO)) (1-3). 
我 们 在 此 使 用 与 (6) 小 节 定理 10.6 和 定理 10.7 的 证 明 中 所 使 用 的 相同 记号 . 设 
q(T) 6 二 ZlIT 为 由 有 按照 A 的 平凡 特征 1 所 得 到 的 等级 数 (车 使 用 (6) 中 的 记 
号 则 gn) 一 wey(m)). 由 gu(7) 的 定义 ,并 直 1(00 = (ogx0)) (1 一 2) ,一 
6/G 一 ,可 将 q(T) 写成 


Cl 二 + aT", An € Zp. 


n=0 


如 在 (e) 小 节 所 见 , 因为 L5(s,1) = gi(r(Y)!-* 一 1), 故 由 上 面 推导 出 了 
1 1 = 号 
三 (3 Gl) 3 


Lp(s,1)= 
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这 就 完成 了 定理 10.6(2) 的 证 明 . 
(g) Ferrero-Washington 定理 的 证 明 


在 此 (g) 小 节 中 我 们 将 证 明定 理 10.9. 我 们 建议 读者 在 第 一 次 阅读 时 , 先 把 这 
一 节 跳 过 直接 进入 810.2. 在 此 所 给 出 的 证 明基 于 了 Sinnott 的 想法 , 这 里 与 (e) 一 
样 也 考虑 No = 1 的 情形 . 对 一 般 的 情形 的 证 明 是 相同 的 . 

[定理 10.9 的 证 明 ] 设 w 为 Teichmiiller 特征 , 我 们 的 目的 是 , 对 于 满足 wi 了 1 
的 偶数 i 证 明 3Gwr(7) 夫 0 (mod p). 由 我 们 的 假定 , 只 要 取 p 为 奇 素数 即 可 . 于 是 , 
要 证 明 的 是 Gu:(T) 关 0 (mod p). 我 们 仍然 沿用 (e),(f) 小 节 的 记号 . 当 设 

和 su 人 Ar = Zpl[T)] 
为 (e) 中 所 给 出 的 映射 时 , 我 们 想起 了 曾 定义 过 G(T) 为 
各 su(2) = 9 (T), gai(ul+T)! —1)= G(T). 

另外 在 (f) 中 的 构成 是 


芝 过 TDo(fic(d) 
l—oe 
为 简单 起 见 , 下 面 我 们 取 c = 2. 对 于 Zx 的 任意 元 a, 定义 (a) se 1+pZp 为 (a) = 
a/w(a). 因此 ae ZX 有 以 下 分 解 : 
a 二 w(a)(a)，w(a) : ZX 中 的 p 一 1 次 单位 根 ， 

(a) € 1+pZp. 
设 * 为 1 + pZp 的 一 个 固定 的 生成 元 , 我 们 记 关于 v 的 对 数 为 log, : 1 + pZp 刍 Z. 
根据 8 的 定义 有 


Puiu(l — 02) =1—w(2)(1+ Ts). 
由 于 logu(2) 关 0 有 9iw(1 一 02) 关 0 (mod p), 那么 要 证 明定 理 10.9 只 要 证 明 
各 su(r Dpfi,2lt)) #0 (mod p) 
即 可 . 考虑 $s(T-1Dpfi,2(t) = Gui-iiu(Dpfi,2(t)) (mod p), 并 令 
Fi,2(T) = $a-iu( Dpfi,2(t)) € Zpl[T)]. 
下 面 我 们 证 明 五 ,2(T) 关 0 (mod p). 由 


p—1 
fi2(t) = 全 co 十 如 
‘a=1 


= he] 1 
E / 
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我 们 有 
Fi,2(T) mod (1+T)P -1= Hymn + Tsu(0) 
Ha 


nl 


EZp[TN/(1+T)? -1) ZGal(Q(ppn)/Qpp))]. 


现在 来 考 虞 Fa(T) mod (p,(14T)?™ -1) ERoIzJ/(GHTJP 1) = FlT)/(re"™). 
由 于 有 wk 


Fi2a(T) mod (p,(1+T)?" ~1)=0 
< 一 对 于 任意 的 a € Z/p"-! 


亚 (-1)*+lui-i(a) =0 


logu (a)=a(modpn—1) 
a=l,pte 


< 一 对 于 任意 的 a € (1 +pZ)/(1 +p"2Z) C (Z/p")* 


p 
(Dwini(o) =0, 


(a)=a (mod pn) 
a=l,pta 


故 将 及,2(T) mod (1 十 T)r” ”一 1 右 端的 log,(a) 置换 为 ((a) - 1)/p 即 可 . 最 后 令 
ee 
pn(T) = 3 DD +T) Serr/(re™™), 
3 


于 是 有 


Fi,2(T) mod (p,(1+T)” —1)#0<> pn(T) #0. 


因此 令 p(T) = lim_ ypn(T) e Fp[[T], 则 只 要 证 明 p(T) 关 0 即 可 . 由 于 如 果 能 断言 
(1+T)p(T?) 关 0, 那么 当 令 


bl) =$ DDH +7)® e Eo, y= lim 如 人) 
时 , 变 为 了 证 明 攻关 0 就 可 以 了 . 现在 令 


CD Hw) + Te 


全 1+(1+T) 


€ F»(7), 


则 有 
p—1 
$= DH (+7) -1) sm 


a=1 
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现在 , 假设 = 0. 因为 i 一 1 为 奇数 , 注意 有 wi-!(p - a) = -w1(a), 那么 利用 下 面 
的 引 理 10.17 则 会 有 


Ha(T) + s(t +7)-1— 1) =2. H,(T) eF,, 


从 而 导出 矛盾 . 于 是 w 产 0. ' 
引 理 10.17 设 对 于 a=1,2,…,p 一 1 给 出 了 Hs(T) € Fp(T), 使 得 其 满足 


(a nm -1) =0, 


则 有 Hs(T) + Hp_a((1+T)-!—1)eF,. La 

为 了 证 明 引 理 10.17, 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 

引 理 10.18 (Sinnott) 设 有 为 域 ， XI，… ,Xn,2 为 不 定 元 , (X1,… ,Xn) 为 
域 kh(X1,… ,Xn) 的 元 XI，,… ,Xn 在 有 (XI1,… ,Xn)* 中 生成 的 子 群 ， Yi，… ,Yn 
为 (X1,… ,Xn) 中 的 元 , 其 任 两 个 元 都 是 来 法 独立 的 ， 就 是 说 , 对 于 整数 ob 有 
了 三 于 (i 关 j) 仅 在 a=b=0 时 成 立 . 现 设 有 有 理 函 数 1(2),… ,rm(2) < k(2) 
满足 

rah) 0; 

则 ra(Y6) 全 为 常数 . 即 ra(Z) Ek. 口 

我 们 在 承认 引 理 10.18 下 来 证 明 引 理 10.17.( 关于 这 些 引 理 的 证 明 参 考 了 有 关 
文献 Q) 

[ 引 理 10.17 的 证 明 ] 将 环 Z[ur-i] 看 作 Z 模 , 取 其 基底 e1,… ,en. 令 X; = 
(4D)%,， 则 各，… ,和 在 如 (7)) 中 为 代数 无 关 . 令 mn 一 2 并 取 坟 ,… ,Y 
为 多 =(1+T) 击 ，… ,Ym = (1+T)65. 它们 中 任意 两 个 都 是 乘法 独立 的 . 取 


Ta(2)= Ha(2—1)+H,-a(2Z7! —1), 


并 应 用 引 理 10.18 则 得 出 引 理 10.17. 上 

[ 引 理 10.18 的 证 明 ] 由 于 它 完全 是 个 纯粹 的 代数 引 理 , 故 仅 予 概略 的 叙述 由 
于 可 取 充分 大 , 故 可 设 kx 含有 无 限 阶 的 元 + 假设 对 于 非常 数 的 有 理 函 数 re(2) 
成 立 引 理 10.18 的 那样 的 关系 . 令 mm 为 使 这 个 关系 成 立 的 最 小 整数 . 因为 ri(2Z) 关 0， 
故 m>2. 记 坏 = 站 x?*， aia & Z. 因为 久 , 久 5 为 乘法 独立 , 故 可 取 Pi,… ,Bs eZ 


DOW.Sinnott, On the J-invariant of the T'-transform of a rational function, Invent. Math.75 (1984) 
pp.273-282. 
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使 得 满足 ‘ 
Danb;=0, ai; #0. 
i=1 


4 


令 64 = 中 aiaBi, 并 以 XitP' 替换 Xi, 则 有 
i=1 


站 ra(Yati®) = 0. 


a=1 
因此 有 
ra) = 0) 
a=2 
为 r2( 了 2) 一 72(Y2tm) 4k, 故 这 与 m 的 最 小 性 相 矛 盾 . a 
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本 节 在 (a),(b),(c) 小 节 做 的 代数 准备 , 以 及 在 (d) 小 节 的 类 域 论 的 复习 之 后 , 我 
们 将 对 分 圆 域 的 理想 类 群 进行 研究 . 主要 目标 是 证 明 分 圆 Z, 扩 域 的 理想 类 群 (准确 
地 说 即 (e) 小 节 所 定义 的 X) 作为 Galois 群 的 群 环 的 模 是 个 有 限 生成 扭 模 . 从 这 个 
事实 出 发 可 以 定义 在 本 章 前 言 所 说 的 代数 p 进 ¢. 

(a) 宕 级 数 与 \,/ 不 变量 

设 RR 为 完备 赋值 环 , x 为 其 极 大 理想 的 生成 元 , = BR/(r) 为 其 剩余 域 . 在 (a) 
与 (b) 小 节 中 , 我 们 考虑 单 变 量 寡 级 数 环 A = RIIZ]]. 最 基本 的 是 下 面 的 命题 . 

命题 10.19 (p 进 Weierstrass 预备 定理 ) 设 feA4= RT 为 RR 上 非 0 的 
形式 需 级 数 , 则 它 可 以 唯一 地 写 为 

f = (TN +aTA 1 + + os)u(T), 
入 NEZ>o al … ,aX EAR, u(T) € RIIT]*. 0 

对 于 震级 数 fe& RIIT], 命题 10.19 中 的 和 ,44 分 别 叫做 了 的 入 不 变量 (和 -invariant) 
和 jy 不 变量 (jinvariant), 以 A(f), pu(f) 表示 . 称 多 项 式 T + aiTA-1 十 .十 ax 为 
下 的 伴随 多 项 式 . 

[命题 10.19 的 证 明 ] 首先 证 明 下 面 的 断言. 

断言 设 n 为 正 整 数 . f e (R/n")[[T]] 为 R/rn 上 的 固 级 数 , 若 f mod 7 关 0， 
则 f 可 唯一 地 写成 
f = gn(T)un(T), 

gn(T)=T*+ alVTN-1 十 ,十 ao， al™ En(R/m") 
Un(T) € (R/m™)[IT)]™. 
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[断言 的 证 明 ] 对 n 进行 数学 归纳 法 证 明 .， 当 n = 1 时 , (R/T)[[T]] = KZ 
是 以 (7) 为 极 大 理想 的 离散 赋值 环 . 因此 , 由 f = f mod r 六 0, 知 可 唯一 地 写 为 
7 =Txu(T)， ua(T) e KI[T]X. 故而 此 时 的 断言 得 证 . 

设 对 于 n 的 断言 成 立 , 来 证 明 其 对 n +1 成 立 . 设 


Je (R/r™+)IIT), f mod x #0. 


依 归 纳 假定 , 按照 断言 可 唯一 地 写 为 f mod mm = gn(T)un(T)， 现 在 , 取 5(T) = 
T+ 人 TN 十 … 十，(T) e (R/r"+1)[[T]] 使 得 5(T) mod mm = gn(T), (T) 
mod 7" 二 un(T). 因 f=9(T)i(T) (mod rn"), 故 可 写 为 f 一 5(T)i(T) "ce(T). 我 
们 注意 到 , 因为 wu,(T) 为 可 逆 元 故 iT) 也 是 可 逆 元 , 记 (7T)-1c(T) = 妆 caTi. 令 


A—1 oo 
a(T)= > c75，6) = oz A(T), 
i=0 


1 一 入 
并 定义 
gn+1(T) 三 5T)+Ta(T)， 
unt1(T) = %(T) 十 TB(T). 
如 果 注意 到 5(T) mod r = 7T*, 那么 在 (R/r"+1)[[T]] 中 有 


"(a(T)uT) + BT)I(T)) = "ec(T), 


而 ,yj = gnt1(T)uny1(T)， 由 于 a(T) mod x，B(T) mod r 被 唯一 地 确定 , 从 而 

gn+1(T), un+1(T) 也 被 唯一 地 确定 . a 
返回 命题 10.19 的 证 明 . 设 f = 5 并 令 j= min{vr(4i)}i>o. 其 中 的 wp 

是 满足 va(r) = 1 的 已 的 离散 赋值 . 令 放 = f/nt, 由 于 有 mod 7 关 0, 故 如 像 断 言 

所 述 那 样 可 写 fo mod x” = (TAX 二 agoTA-1 十 二 ao)un(T). 若 令 

m= (a") e R=kmR/(r") 

u(T) = (un(T)) € RT = lim(R/r") {IT), 


则 得 到 f= (TX 二 a1T*-1 十.… 十 as)u(T). 另外 , 这 个 分 解 是 唯一 确定 的 . 上 
(b) 特征 理想 与 行列 式 
设 思 4= RIZ] 如 (a) 小 节 的 那样. 我 们 将 在 (b) 小 节 中 考察 有 限 生成 的 扭 4 
模 M, 并 定义 M 的 特征 理想 Char (M). 另外 还 将 叙述 , 当 M 满足 某 些 条 件 时 , 这 
个 理想 由 某 个 线性 映射 的 特征 多 项 式 所 生成 . 
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设 BF 为 主 理想 整 环 , M 为 有 限 生 成 扭 B 模 , 由 众所周知 的 分 解 因子 理论 , 我 们 
可 将 M 写成 


M > B/(am)@…@B/(am), a1,… ,a 为 B 的 不 可 约 元 
ni,… ,nr 为 正 整数 . 


我 们 想 对 于 有 限 生 成 扭 4 模 进行 类 似 的 考虑 . 然而 因为 4 显然 不 是 主 理想 整 环 , 也 
不 是 1 维 的 环 , 故而 原封 不 动 的 类 比 不 成 立 . 

先 来 进行 定义 的 确认 . 所 谓 M 为 有 限 生成 扭 4 模 是 说 , M 为 有 限 生成 4 模 ， 
且 存 在 非 零 元 fe 4 使 得 fM = 0 成立 . 对 于 两 个 有 限 生成 扭 4 模 M，N, 如 果 存 
在 4 同 态 p : M 一 N, 其 核 及 余 核 作 为 R 模 均 具有 有 限 长 , 那么 我 们 就 说 M 与 N 
为 伪 同 构 (pseudo-isomorphism), 以 M ~ N 表示 . 当 RR 的 剩余 域 k = R/(7) 为 有 限 
域 时 , M 与 N 为 伪 同 构 则 是 说 存在 4 模 的 正 合 序列 


0 一 (有限 ) 一 M 妈 N 一 (有限 ) 一 0. 


就 是 说 , 所 谓 伪 同 构 可 以 说 成 是 忽略 掉 有 限 差异 后 的 同 构 . 有 限 生 成 扭 4 模 之 间 的 
伪 同 构 是 个 等 价 关系 (证 明 省 略 ). 与 前 面 所 写 出 的 有 限 生 成 扭 B 模 的 定理 做 类 比 ， 
成 立 下 面 的 命题 


命题 10.20 设 M 为 有 限 生成 捏 A 模 , 则 可 将 M 写成 


M~A/(f?)@…@A/(f7"), 及 ,… ,所 为 4 的 不 可 约 元 ， 
m1,… ,nr 为 正 整数 . 


其 中 的 ~ 为 上 述 的 伪 同 构 . ?1*，… , f?" 除 相差 一 个 单位 因子 外 被 M 唯一 决定 . 口 
由 于 这 是 一 个 纯 代数 定理 , 我 们 不 准备 在 此 证 明 它 . 主 理想 整 环 B 上 的 有 限 生 
成 扭 模 M 具有 标准 形 , 我 们 回忆 下 面 的 证 明 . 取 ” 为 使 


B™"%B"—M—0 


为 正 合 序列 的 B 模 同 态 , 设 w 由 矩阵 X 表 出 , 那么 由 初等 变换 X 可 变形 为 


从 而 有 了 M = B/(of) @…@B/(ay). 在 命题 10.20 的 证 明 里 也 取 了 那样 的 p 使 
得 
MS A'SM=—0 
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是 4- 模 正 合 列 . 当 考 虑 对 应 于 yp 的 矩阵 X 时 , 仅 对 X 进行 初等 变换 并 不 能 得 到 
像 上 面 那样 形式 , 但 如 果 允 许 一 些 对 应 于 伪 同 构 的 形变 的 话 , 则 可 将 X 变形 为 


Wo hd 
a 
0 MW 
这 样 一 来 , 命题 10.20 便 得 到 证 明 ， 有 兴趣 的 读者 可 看 岩 泽 理论 的 参考 文献 回 的 
813.2. 
定义 10.21 将 有 限 生成 扭 4 模 M 按 定理 10.20 写 为 


M~ A/(f™)@.…@ A/(f™) 


时 , 我 们 称 由 f = 入 ..… .frr 生成 的 4 的 理想 (1) = f4 为 M 的 特征 理想 
(characteristic ideal), 以 Char (M) 表示 . 又 进一步 定义 M 的 和 不 变量 与 4 不 变量 
分 别 为 


A(M) = XA(f) 
HAM)=p(7), f=IIfr. 
i=1 
有 限 生成 扭 4 = RI[T]] 模 M 为 R 自由 是 说 , 当 将 M 看 作 R 模 时 它 是 自 由 已 


口 
当世 模 M 被 表示 为 


以 守 Z/(p) @…@2/(pr")，p1,… ,pr 为 素数 
时 , M 的 阶 为 pr ..… .pr". 于 是 可 知 有 像 表 10.4 这 样 的 类 比 . 
表 10.4 


有 限 乙 模 | 有 限 生成 所 4 模 
阶 数 | Char (M) 


设 fe 4 满足 j(f) = 0 由 命题 10.19 知 , 可 将 f 写 为 
f= (TV +aT 1 +. + a)u(T), u(T) € A*, 
故 4/(7) 作为 R 模 是 个 秩 为 的 自由 R 模 . 4/(n") = (R/m")[[7]] 自然 是 个 扭 RR 
模 . 


命题 10.22 对 于 有 限 生成 担 A 模 M, 下 面 的 断言 等 价 : 
(MM 为 忆 自 由 的 . 

(2) M 不 具有 有 限 长 的 非 零 尼子 模 , 且 J(M) = 0. 

当 上 面条 件 成 立时 , M 为 (2M) 秩 的 自由 忆 模 . 
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[证 明 ] 由 于 M 为 有 限 生成 扭 4 模 , 那么 由 命题 10.20, 存在 4 模 同 态 p 使 得 
23M 一 4/C)e @ A/(fr"), 


且 Ker(p),Coker(p) 均 为 长 度 有 限 的 尺 模 . 

假定 (1) 为 真 , M 当然 不 含有 长 度 有 限 的 非 零 尺子 模 . 另外 因为 Coker(p) 为 长 
度 有 限 的 RR 模 , 当 考虑 到 我 们 在 命题 10.22 前 所 说 的 事实 时 , 便 知 有 ju(f7*) = … = 
4(fr") = 0. 因此 , py(M) = 0. 

反之 假定 (2) 为 真 , 因为 x(M) = 0 故 4/()@…e@e4/(frr) 为 鼠 自 由 . 因此 
9 的 像 p(M) 也 为 R 自由 , 再 由 于 M 不 包含 长 度 有 限 的 非 零 R 子 模 , 故 yp 为 单 射 ， 
从 而 M ~ p(M) 也 为 RR 自由 . 

由 于 4/(f7') 为 A(f?'*) 秩 的 自由 ER 模 , 如 果 M 满足 上 述 条 件 , 那么 M 便 是 秩 
为 XM) = 总 XP') 的 自由 模 . i 


在 下 面 的 命题 中 我 们 将 叙述 RR 自由 的 有 限 生成 扭 4 模 M 的 特征 理想 可 由 对 
应 于 倍 的 线性 映射 的 特征 多 项 式 生成 . 


命题 10.23 设 M 为 有 限 生成 的 捏 A 模 , 且 是 书 自由 的 . 又 令 入 = 和 (M). 就 
是 说 , M 作为 媚 模 是 个 和 秩 的 自由 模 . 

(1) 当 我 们 将 M 仅 看 成 是 尽 模 时 便 以 Mo 记 之 . 考虑 自由 A 模 A@R Mo, 并 定 
义 4 模 同 态 映射 


:A8r Mo— ABRrR Mo 
为 
TB(a®m) = (Ta) 8m—a® (Tm). 
淮 是 
0—»A@r Mo SS AR Mo SM—0 
为 4 模 的 正 合 序列 . 其 中 ,由 是 由 (a @m) = am 定义 的 A 模 同 态 映射 
(2) 4 同 态 映射 可 表示 为 和 阶 和 矩 阵 Ce MA(4). M 的 特征 理想 Char (M) 由 
C 的 行列 式 det C 生成 . 也 就 是 说 有 


Char (M) = (det C) c A. 


(3)T 倍 映射 了 : M 一 M (zmTz) 是 将 M 看 作 自 由 民 模 时 的 RR 模 同 态 映 
射 , 并 以 入 阶 矩 阵 Vr e MA(R) 表示 . 设 CE MA(4) 为 (2) 中 那样 , 那么 det C 等 于 
VI 的 特征 多 项 式 . 也 就 是 说 
detC = det(TI — V7r). 


这 里 的 了 是 入 阶 单位 矩阵 . 
(4) Char (M) = (det(TI — Vir)) 0 
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(c) 命题 10.23 的 证 明 


我 们 将 在 此 证 明 命题 10.23, 由 于 这 是 个 纯粹 的 代数 定理 , 没有 兴趣 的 读者 可 以 
跳 过 这 里 先 向 前 进 . 

先 证 明 (1). » 为 满 射 是 显然 的 ， 另外, wo = 0 也 可 立即 明白 .因此 要 证 明 
Kery C Im 我 们 来 证 明 比 这 个 更 强 的 下 面 的 断言 . 


断言 对 于 任意 的 yE4Q@RMo 有 
y—1@y(y) € Im®. 


[证 明 ] ”要 证 明 此 断言 只 要 对 于 形 如 y = T" @ m (n € Z>o, me Mo) 的 元 证 明 
就 够 了 . 我 们 以 对 n 的 数学 归纳 法 来 证 明 该 论断 . 

n=0 时 , 由 于 y 一 1@%(y) = 0, 断言 显然 成 立 . 设 其 对 于 n 成 立 , 我 们 来 证 明 
断言 对 于 ”+ 1 也 成 立 . 由 归纳 假设 知 , 对 于 T" @ Tm, 存在 z e 4@R Mo 使 得 


T"®@Tm-1®T"tim = ®(2). 
那么 令 z=T"@m+z', 则 有 
(2)=T"i@m-T"@Tm+T"®Tm-18T"tim 
=T" @m-1@T"tim, 
于 是 对 于 y = T"+l @ m 断言 得 证 , 从 而 对 于 任意 的 y 断言 得 到 了 证 明 . 


最 后 来 证 明 更 为 单 射 . 设 为 4 的 商 域 . 由 于 M 为 有 限 生成 的 扭 4 模 , 故 
Ba4M=0. 因此 ,由 4@RMo 马 4@n Mo 一 M 一 0 为 正 合 序列 , 得 


18@5:FG@44@RMo 一 Fe@44@RG@Mo 


为 满 射 . Fe@a4@RMo = F@R Mo 是 个 \ 维 的 下 向 量 空间 ,18 是 下 向 量 空间 之 间 
的 线性 映射 , 故 是 个 单 射 . 由 于 自然 映射 A@RMo 一 F@4 A@RMo (aem - 18a@m) 
为 单 射 , 故 为 单 射 . 以 上 证 明了 (1). 

取 e1,… ,es 为 R 模 Mo 的 一 组 基底 . 那么 A@R Mo 便 是 以 18e1,… ,1@es 为 
一 组 基底 的 自由 4 模 . 因此 , 4 同 态 映 射 8 在 这 组 基底 下 可 用 和 阶 矩 阵 Ce Ma(A) 
表示 . 因为 从 Mo 到 Mo 的 映射 z Tz 为 R 模 同 态 , 故 也 可 用 关于 基底 ely rex 
的 矩阵 Vr e MA(R) 表示 . 由 于 有 


EL@el)=Te@ei-1l@7ei 
=(1®8e)T- (1@®e), 


若 设 了 为 阶 单位 矩阵 , 则 有 C = TI 一 Vr, 从 而 det C = det(TI Vr). 因此 (3) 得 
证 . 注意 , 因为 det(TI - Vr) 中 T* 的 系数 为 1, 故 (det C) = 0. 
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设 为 RR 的 商 域 , 考虑 天 @R M. 由 命题 10.20 记 
M~ A/(fr')®:…@® A/(fr"). 
于 是 得 到 了 同 构 
K®r M ~ (Kr A/(fT') B®(K Br A)/(fr”). 
记 其 右 端 为 Nk, 并 比较 下 面 两 个 正 合 序 列 
0 一 Kenp4e@npM 13% 天 BR4@RMo —» K@rRM—0 
民 
0 KBraAM}” I VRonA) 0 
$B (Tl ,Tr) = (fT 71, ,fr Tr) 
则 知 det C 与 det ®' = LH 及 仅仅 差 一 个 (K @R 4)* 的 元 (注意 , K @R 4A = A[1/7] 
为 主 理想 整 环 ). 因此 由 假定 并 根据 命题 10.22 得 到 jy(M) = 0, 从 而 A( 芋 fr) = 0. 


这 样 ,det C 与 1 fr 均 不 被 r 除 尽 .从 而 两 者 仅仅 差 一 个 4x 的 元 , 于 是 生成 4 
中 同一 个 理想 . 所 以 有 


Char(M) = 人 J j= (det C). 
(2) 得 证 . 
(2) 与 (3) 合 在 一 起 便 得 到 了 (4). 
(d) 最 大 非 分 层 Abel 扩 域 与 理想 类 群 
这 里 是 为 下 面 的 (e) 小 节 做 准备 , 对 于 非 分 歧 类 域 论 进行 复习 , 做 些 必要 的 小 结 . 
设 K 为 有 理 数 域 Q 的 有 限 扩 域 , 为 简单 起 见 我 们 设 其 没有 实 素 点 . 称 使 所 有 
素 理想 均 为 非 分 歧 的 扩 域 为 非 分 歧 扩 域 . 设 L/K 为 在 K 的 代数 闭 包 天 中 最 大 的 
非 分 歧 的 Abel 扩 域 , 像 在 88.1(g) 的 (三 ) 中 所 叙述 的 那样 , L/K 为 有 限 扩 域 , 与 理 
想 类 群 CI(K) 之 间 存 在 同 构 
Bk : CUK) S Gal(L/K). 
设 p 为 K 的 素 理想 , [pj 为 C1(K) 中 p 的 类 , 而 Bk 是 满足 
Bk([p]) = Frobp € Gal(L/K) 


的 映射 . 这 里 的 Froby 为 p 的 Frobenius 置换 . 称 Bk 为 互 反 映射 , 而 称 工 为 K 的 
绝对 类 域 . 
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那么 , 现在 设 KK/F 为 有 限 Galois 扩 域 . Galois 群 Gal (K/F) 以 
ol([a]) = [c(@)], o € Gal(K/F) 

自然 地 作用 在 理想 类 群 CL(K) 上 . 这 里 的 [a] 表示 理想 a 在 CL(K) 中 的 类 . 另外 ， 

工 /也 是 个 Galois 扩 域 . 之 所 以 这 样 说 是 因为 , 如 果 设 三 为 工 在 玉 上 的 共 斩 域 ， 

那么 由 于 K/F 为 Galois 扩 域 , 故 L' 包含 了 K. 现在 L'/K 是 个 非 分 层 扩 域 , 又 因 


为 L/K 与 L'/K 的 Galois 群 同 构 , 故 L'/K 也 是 Abel 扩 域 . 可 是 , 工 是 最 大 的 非 分 
歧 扩 域 , 从 而 LCL. 因此 L/F 是 Galois 扩 域 . 


人 


图 10.2 


下 面 , 按照 共 思 定 义 Gal (K/F) 在 Gal(L/K) 上 的 作用 .也 就 是 说 , 对 于 oe 
Gal(K/F), se Gal(L/K), 定义 
方 一 1 


a(s) = G80 


这 里 的 5 是 在 Gal(L/F) 的 延 拓 ( 即 满足 5|k = o 的 元 ). 由 于 Gal(L/K) 为 Abel 
群 , 故 5s5-1 不 依赖 于 5 的 选取 . 对 于 Frobenius 置换 , 由 于 成 立 


Frobvtp) = 5Frobp5-1， o € Gal(K/F,), 
于 是 知道 互 反映 射 Bk : CL(K) 一 Gal (L/K) 与 Galois 群 的 作用 可 交换 . 即 成 立 
xk([o(a)]) = oBxk([a]), o € Gal(K/F). 


在 下 面 我 们 来 叙述 与 范 映射 的 交换 性 . 因为 对 于 天 的 理想 a， JI vl(a) 
vEGal (K/F) 
可 以 写 为 


cla) =b.Ok (b 为 下 的 理想 )， 


ov€EGal (K/F) 


我 们 便 称 开 的 理想 5 为 a 的 范 , 并 以 Na 表示 . 进而 按照 定义 
N([al) = [val 


来 定义 范 映射 
N :CUK) = CUF). 
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现 设 L'/F 为 最 大 非 分 歧 Abel 扩 域 , 那么 LK 为 K 的 非 分 歧 Abel 扩 域 , 故 
LK C 工 . 特别 地 , 因为 L' C 工 , 故 定义 了 自然 映射 


i:Gal(L/K)— Gal(L'/F) 


om alz， 
将 其 表示 为 i. 这 时 存在 以 下 的 交换 图 表 
CUK) —® > Gal(L/K) 


CIF) Ed Gal(L '/K). 
在 类 域 论 那 一 章 里 , 对 于 由 伊 代 尔 类 群 到 Galois 群 的 互 反 映射 , 曾 证 明 过 N 与 i 可 
交换 . 由 此 推导 出 上 面 图 表 的 可 交换 性 . 
(e) 分 圆 Z。 扩 域 的 理想 类 群 


在 此 我 们 将 叙述 分 圆 Zp 扩 域 的 理想 类 群 作为 群 环 上 的 模 是 个 有 限 生成 扭 模 . 
与 810.0 一 样 , 对 于 正 整 数 n 以 jn 表示 豆 中 的 所 有 n 次 单位 根 . 设 天 为 @ 的 
有 限 扩 域 , 并 假定 


当 p 为 奇 素数 时 ， jy, CK 
当 p=2 时 ， aCK. 
特别 地 , K 没有 实 素 点 . 
对 于 正 整数 n, 令 


本 三 下 KBE=) EK, 


n>0 


与 迄今 为 止 所 做 过 的 一 样 , 我 们 定义 
%: Gal(Kn/K)— (Z/p")™ 

如 下 : 对 于 co e Gal(Kn/K), ¢ e jpr 使 得 o(C) = 4*(9), kr(a) e (Z/p")*, 但 由 以 上 
假定 有 

“(0) € (1 + 2pZp)/p"Zp C (Zp/p")” C (Z/p")™. 
还 应 注意 , « 是 个 单 射 . 因此 定义 了 

rk:Gal(Kn/K) (1+ 2pZp)/p"Zp C (Z/p™)™ 
取 逆 极限 便 得 到 了 同 态 


:Gal(Koo/K) 1+2pZp C ZX. 
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因为 QUuar) 为 Q 的 plp") = mi 一 1) 次 扩 域 , 故 QUw<) = UQUan) 为 
QQ 的 无 限 次 扩 域 . 由 于 K 为 Q 的 有 限 扩 域 , 故 Koo/K 为 K 的 无 限 扩 域 . 特别 地 ， 
Kew #K. 

如 同 810.1(b) 所 说 过 的 那样 , 由 于 1 + 2pZ。 同 构 于 加 法 群 Zp , 并且 «为 连续 ， 
故而 Gal (Koo/K) 同 构 于 Z, 的 一 个 非 零 闭 子 群 ， 这 样 的 群 恰好 是 pmZ, (m > 0)， 
它们 每 个 都 同 构 于 Zr, 故而 Gal (Koo/K) 与 Zp 同 构 . 令 


T= Gal(Ke/K) ~ Z,. 


称 扩 域 Koo/K 为 分 圆 Z 扩 域 . 
设 > 0 为 正 整数 . 以 下 我 们 将 理想 类 群 C1(K,,) 的 运算 以 加 法 表示 , 单位 元 则 
以 0 表示 . 设 Ak, 为 CI(Kn) 的 p-Sylow 群 . 于 是 Ak, 为 Cl(K) 中 所 有 具有 p 客 
阶 的 元 构成 的 子 群 . 又 记 ClL(K，) 中 所 有 阶 与 p 互 素 的 元 构成 的 子 群 为 A1 那么 
我 们 注意 到 有 
CUIKn) = Ak, ® Ak,. 
称 扩张 次 数 为 p 的 寡 次 的 扩 域 为 p- 扩 域 . 记 K 的 非 分 歧 Abel p- 扩 域 中 最 大 


者 为 Fn 又 记 K 的 非 分 歧 Abel 扩 域 中 最 大 者 为 Cu 那么 Fa c Cu. 另外 , 根据 类 
域 论 的 互 反 映射 可 得 到 同 构 


Dk, : Cl(Kn) Gal (Cn/Kn) 


(参看 (d) 小 节 ). 设 长 为 K 的 扩张 次 数 与 p 互 素 的 非 分 歧 Abel 扩 域 中 的 最 大 者 ， 
于 是 有 
Gal (Cn/Kn) = Gal (Ln/Kn) x Gal(L,/K,). 


将 上 面 的 两 种 表示 进行 比较 , 由 类 域 论 的 互 反映 射 便 得 到 了 同 构 
Bkn : Ak, S Gal (Ln/ Kn). 
考虑 对 于 m > 的 范 映 射 N : C1(Km) -Cl(K), 有 N(Ak) C 4k。 于 是 定 
we 
N : Ak, — Ak,. 
另外 , 我 们 以 
omolr, 

定义 

i: Gal (Lm/Km) 一 Gal (Ln/ Kn), 
根据 (d) 小 节 所 叙述 过 的 事实 我 们 得 到 了 以 下 的 交换 图 表 : 
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4KW -my Gal(Lm/Km) 


让 | 


AK, = Gal(Ln/Kn). 


取 Bk 的 北极 限 . 令 
X= lm Ak, 
范 映射 


Le = Ls 


n>0 
(Zee 是 Koo 的 所 有 非 分 歧 Abelp- 扩 域 的 并 ). 因为 Gal (Loo/ Kwo) = lim Gal (Ln/K), 
故 取 Bk,, 的 北极 限 则 存在 同 构 映射 
B:XSGal(Lo/Ke). 

如 在 (d) 小 节 所 说 过 的 那样 , Bk,, 与 Gal(Kn/K) 的 作用 可 交换 . 因此 , Bk : 
4x 一 Gal(Ln/Kn) 是 个 Zp[Gal(Kn/K)] 模 同 构 映 射 。 所 以 ， 上面 的 更 是 个 
Zpl[Gal (Koo/R)] = limZp[Gal(Kn/K)] 模 同 构 映射 . 总 结 以 上 , 我 们 有 

命题 10.24 设 Dr 为 Kn 的 最 大 非 分 歧 Abel p- 扩 域 , 令 


Le JE 
n>0 

X= lm Ak, 
范 映射 


A= Zr)] = Zpl[Gal (Koo/K)] = him ZplGal (Kn/K)], 
则 按照 类 域 论 的 互 反映 射 , 得 到 了 人 模 同 构 映 射 


:XS Gal(Lo/Koo). 口 
注意 , 由 于 T 与 2 同 构 , 根据 命题 10.10, A = Zr]] 同 构 于 单 变量 的 形式 宕 
级 数 环 ZZ,[[T]]. 
下 面 的 定理 是 810.2 的 主 定理 . 
定理 10.25 ( 岩 泽 ) 久 一 Jm Ak, 作为 人 = Zz[]] = Ze[IGal(K</K)] 模 是 个 
有 限 生 成 扭 人 模 . 口 


根据 这 个 定理 ，A(X),w(X) 以 及 A 的 理想 Char (X) 均 有 定义 . 称 和 (X), p(X) 
分 别 为 K 的 和 不 变量 和 , 不 变量 . 这 还 使 得 我 们 可 以 将 Char (X) 的 生成 元 考虑 为 
“ft 数 的 p 进 6”. 更 准确 的 代数 p 进 ¢ 的 定义 将 在 810.3(a) 中 给 出 . 

(f) 定理 10.25 的 证 明 及 其 应 用 

在 此 我 们 将 证 明定 理 10.25, 即 证 明 X = lim hk,, 为 有 限 生成 扭 A 模 . 在 判定 
为 有 限 生 成 扭 A 模 方面 , 我 们 要 用 到 下 面 的 引 理 . 
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引 理 10.26 设 ma 为 A 的 极 大 理想 . M 为 一 个 投射 有 限 人 模 , 即 有 M = 
lim Mi ( Mi 是 有 限 A 模 ) 这 样 的 A 模 . 又 设 存在 某 个 元 f Ee mh, 使 得 M/fM 为 有 
限 人 模 , 于 是 M 是 个 有 限 生成 担 A 模 . 

[证 明 ] 因为 M/fM 为 有 限 , 故 M/mnM 有 限 .将 M/maM 看 为 有 限 维 A/ma 
= 了 向 量 空 间 , 并 取 而,… ,不 为 其 生成 元 . 其 中 z1,… ,zr 为 M 中 的 元 , 使 得 z; 
mod mA = 不 . 我 们 来 证 明 z1,… ,zr 生成 了 M. 记 由 z1,… ,z; 生成 的 M 的 A 子 
模 为 N. 设 M = lim Mi (Mi 为 有 限 人 模 ), pi; : M 一 Mi 为 自然 映射 ,由 于 Mi 为 有 
限 , 根据 中 山 (Nakayama) 引 理 知 , M; 由 gpi(z1),… ,pi(zr) 生成 . 

再 有 , N = Azl +… 十 Az+ 是 紧 群 Ar 的 像 , 故而 也 是 紧 的 , 从 而 是 完备 的 . 于 
是 有 N = jimwpi(N) = limM;= M, 因此 M 为 有 限 生成 . 

下 面 我 们 假设 M 不 是 扭 A 模 , 从 而 导出 矛盾 . 由 假设 , 有 元 z e M, 对 于 任何 
的 ae A 一 {0} 都 有 az 关 0. 设 (z) 为 z 生成 的 M 的 子 模 , 并 令 M' = M/(z). 因为 
(z)/f(z) = A/fA 为 无 限 群 , 又 考虑 到 M/fM 为 有 限 模 , 则 M'[f] = {ze M' | fz = 
0} 为 无 限 群 . 因此 ，M'/JM' 为 有 限 , 而 MID] 为 无 限 . 现 设 T 为 M' 的 A 扭 元 所 
构成 的 子 A 模 , 于 是 T/fT 为 有 限 而 T[f] = {z e T| fz = 0} 为 无 限 . 故而 可 以 将 命 
题 10.22 应 用 于 有 限 生成 模 T, 因为 T/fT 为 有 限 推导 出 了 T[f] 为 有 限 , 从 而 得 出 
了 了 矛盾. 上 


那么 , 在 扩 域 Q(jpn)/Q@ 上 , p 以 外 的 素数 均 非 分 歧 . 因此 , 在 Kwo/K 中 的 p 之 
上 的 素 理想 中 没有 是 非 分 歧 的 . 这 又 是 因为 Qn(Uupc )/Qy 为 无 限 次 完全 分 歧 扩 域 , 故 
对 于 Qp 的 有 限 扩 域 而 言 ,k(jpw)/k 也 是 分 歧 扩 域 . 因此 , 在 Koo/K 中,p 之 上 的 
素 理想 必定 是 分 歧 的 . 

一 般 地 , 设 L/F 为数 域 的 (不 一 定 限于 有 限 次 的 )Galois 扩 域 ,v 为 下 的 一 个 素 
理想 , w 为 v 之 上 在 工 的 素 理想 . 并 设 F,, L, 分 别 是 已 工 对 于 w w 的 完备 化 , 这 
时 , 按照 c 一 olz 给 出 的 映射 可 将 Gal (Lw/F) 看 作 是 Gal (Z/P) 的 子 群 . 称 这 个 子 
群 Gal(Lw/) 为 在 w 的 分 解 群 (decomposition group). 记 在 L, 中 ,的 最 大 非 
分 歧 扩 域 为 本 . 将 Gal(Lw/ 酌 ) 也 看 作 Gal(L/F) 的 子 群 , 并 称 其 为 在 w 的 惯性 群 
(inertia group). 由 定义 , w 为 非 分 歧 等 价 于 惯性 群 为 平凡 . L/F 为 Abel 扩 域 时 , 在 
ww 的 分 解 群 和 惯性 群 仅仅 由 v 决定 , 故而 这 时 也 称 它们 为 在 v 的 分 解 群 和 惯性 群 . 

以 pi,… ,ps 表示 p 之 上 的 K 的 素 理想 . 我 们 记 扩 域 Ko/K 在 p; 的 惯性 群 为 
五, 那么 按照 上 面 所 说 , 由 于 Pi; 是 分 歧 的 , 故 五 关 {1}. 因此 , 对 于 T = Gal (Kw/K) 之 
Zp, 可 写 为 二 Tr” ( 记 了 上 的 运算 为 乘法 ). 令 了 = 四 . 于 是 有 


T=I?"”, M = max{ni,... ,ns}. 


设 对 应 于 了 的 Koo/K 的 中 间 域 为 Ky = K(jwwx). 就 是 说 , 我 们 考虑 使 得 


Gal (Ko/Kw) = 工 
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成 立 的 域 Kn (N e Z>o). 这 里 的 N 是 满足 此 关系 的 最 大 的 整数 . 
对 于 n > N, Ln/Kn 为 非 分 歧 , 而 因为 Kw/ Kn 在 p 之 上 的 所 有 素 理想 均 为 完 
全 分 歧 , 故 有 
LnN Koo = Kn. 


因此 有 同 构 
Axk, ~ Gal (Ln/Kn) ~ Gal(Ln . Koo/ Koo). 


因为 根据 命题 10.24 有 X ~ Gal (Loo/Kw), 从 而 有 自然 映射 
和 一 4k。 为 满 射 、(n > N). 
现 令 
Y = Ker(X — Akn). 


引 理 10.27 设 Y 为 Gal(Koo/Kn) 作为 Zp 模 的 生成 元 ,于 是 自然 映射 X 一 
Akwi1 诱导 出 同 构 


Y/(1+7Y + +(Y)° UD)Y S Ker(Akn,s Wn Agkn). 


从 引 理 10.27 可 直接 推导 出 定理 10.25. 事实 上 , 上 面 同 构 的 右 端 为 有 限 , 故 根 
据 引 理 10.26 知 Y 是 有 限 生成 扭 A 模 . 另 一 方面 , 由 定义 得 知 


WR/¥ SAxy 


为 同 构 , 故而 X 与 了 只 有 有 限 的 差异 , 从 而 X 也 是 有 限 生成 扭 A 模 . 
由 于 X/Y 驴 4kw, 故 要 证 明 引 理 10.27 只 要 证 明 以 下 的 引 理 即 可 . 


引 理 10.28 


Ker(X 一 4xws) = (1+7 + .+ (PY. 国 


下 面 我 们 来 证 明 引 理 10.28. 在 证 明 中 我 们 本 质 上 使 用 了 类 域 论 . 
以 (d) 小 节 所 说 的 方法 知 Lo /Kw 为 Galois 扩 域 . 现 令 


9 = Gal(Loo/KNw). 


由 于 根据 命题 10.24 有 X 己 Gal (LI-/ Ke), 故我 们 将 X 与 Gal (Loo/Koo), 以 及 Y 
与 Gal (T-/DZNwKe。) 看 成 是 一 样 的 , 从 而 将 X,Y 都 看 作 9 的 子 群 . 进一步 再 令 


Tw = Gal(Koo/Kw), H = Gal(Loo/Ln) 
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(参看 图 10.3). 
以 qh …，,9，" 表示 p 之 上 的 Kw 的 素 理想 . 取 qi 之 上 在 Fe。 中 的 一 个 素 理想 ， 
并 记 其 在 Loo/ Kw 的 惯性 群 为 由. 设 


cg 一 Tw 


为 自然 的 同 态 映 射 , 则 有 c( 情 ) = Ty. 另外 还 有 Ker(c) = X, 并 因为 Lowo/ Ko 为 非 分 
歧 扩 域 , 故 有 天 nX = {1}, 从 而 推导 出 c 为 同 构 三 沪 Tw. 设 jYie 五 为 使 c(y) = 
的 元 , 那么 . 作为 Zr 模 由 x 生成 . 


引 理 10.29 由 (YY 一 1X 和 yr!,i=1,…,r (拓扑 地 ) 生成 . 

[证 明 ] ”因为 Ln 为 Kw 的 最 大 非 分 歧 Abel p- 扩 域 , 故 X 等 于 以 9 的 换 位 子 
群生 ,… ,生成 的 9 子 群 的 (拓扑 ) 闭 包 . 

设 9' 为 9 的 换 位 子 群 的 (拓扑 ) 闭 包 , 我 们 来 证 明 


9 = (7 — 1X. 


回想 一 下 , Tw 在 关 = Gal(Loo/Kwo) 上 的 作用 是 用 共 思 定 义 的 , 那么 对 于 ce X, 由 
于 YY 在 9 上 的 提升 可 取 作 ye 民 故我 们 有 


(Y -Do=%oyo. 
因此 (Y 一 1X c 9'. 另 一 方面 , 因为 c : 9 一 Tw 诱导 出 了 厂 刍 Fw, 故 可 写成 
9 = JiX. 现在 
Ho 0 = (0 1)o, o eX, a eZ,, 


由 于 一 1 除 尽 (Y)* 一 1 那么 应 用 9 = .XxX 便 知道 有 9' c (y -1)X. 

设 p :9 一 9/9' 为 自然 映射 , 于 是 p(H) 由 p( 九 ),… ,yp( 刀 ) 生成 ， 再 注意 
到 X = Ker(o), 那么 便 知 , 拓扑 地 p(X mn X) 由 xyiy7!，i = 1,…,r 生成 ， 由 于 
9'=(Y 一 DX,HNX 便 由 (YY 一 1)X 与 %yi!, i=1,…,r 生 成 . 因为 Y=HNX， 
故 引 理 10.29 得 证 . n 
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[ 引 理 10.28 的 证 明 ] 若 将 引 理 10.29 的 证 明 应 用 到 Ker(X 一 Akw,,) 上 , 则 知 
此 群 由 
(9)P -DXSWAn? = .7) 


生成 . 现在 由 于 有 
(I 直人 一 所 天 
QTY + OO dem i ys 
IT 
= 
并 根据 引 理 10.29 知 此 群 等 于 (1 + 十.… 十 (Y)?-1)Y. 按 上 面 这 样 , 引 理 10.28 便 
得 到 了 证 明 , 从 而 定理 10.25 也 就 得 证 . 下 


如 果 将 引 理 10.28 的 推理 应 用 到 n > N 的 n, 那么 便 得 到 了 
Ker(X — Ak,)=(1+7 + + (YY)P -)Y. 
因此 得 到 了 下 面 的 引 理 . 
引 理 10.30 对 于 n> N, 由 自然 映射 X 一 Ak,, 推导 出 同 构 
ME Eh YA, o 


像 在 810.0(e) 所 谈 及 的 那样 , 关于 Ak,, 的 阶 , 岩 泽 证 明了 下 面 漂亮 的 公式 ( 称 
之 为 岩 泽 公式 ). 可 将 其 叙述 为 : 令 和 = 和 A(X), p= 1(X), 并 令 


#Ak, =p"", 
则 存在 ve 2Z, 使 得 对 于 所 有 充分 大 的 nn 成立 


en = M+ hp" +v. 


使 用 引 理 10.30, 那么 这 个 公式 可 由 考察 当 充分 大 时 的 #Y/(1+y 十 … 十 (Y)?”-DY 
而 得 到 . 

在 此 , 或 许 是 由 于 /= 0 常常 成 立 的 缘故 吧 , 称 这 个 猜想 为 岩 泽 的 / = 0 猜想 . 
如 果 K/Q 为 Abel 扩 域 , Ferrero-Washington 给 出 了 它 的 证 明 (参看 810.3(d)). 另 
外 , 对 于 不 是 分 圆 Zz 扩 域 的 Zo 扩张 (Galois 群 为 Z 的 扩张 ) 上 面 的 公式 也 成 立 . 
这 时 , 有 使 得 j > 0 成 立 的 扩 域 的 例子 ( 岩 泽 ). 


问题 5 证 明 , 当 工 作为 Zz[[Gal(K</Kw)] 模 同 构 于 Zyl[Gal (Ko /KN)]]/(Y -1 一 可 
时 , 或 者 同 构 于 Zz[[Gal (K-/Kw)]/((y 一 1)? - p) 时 ,上面 的 岩 泽 公式 成 立 . 


作为 引 理 10.30 的 又 一 个 应 用 , 我 们 来 证 明 , 当 K 具有 某 种 特殊 性 质 时 , 由 X 
的 信息 能 够 直接 得 到 Ak,, 的 信息 . 
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命题 10.31 假定 p 之 上 的 天 的 素 理想 是 唯一 的 , 并 且 它 的 素 理想 在 Ks/K 
中 为 完全 分 歧 . 设 是 T= Gal(Koo/K) 作为 Zp 模 的 生成 元 , 且 记 满足 jpn CK 的 
最 大 的 n 为 N (因此 及 = Kn). 此 时 ,对 于 任意 的 n 之 0, 关 于 Kin = K(jpn+n) 
成 立 同 构 

MOP = DR SS Awe: 品 

例如 , 如 果 K = Q(uap) 则 满足 此 假定 . 关于 在 810.0(c) 中 作为 例子 叙述 的 三 个 
二 次 域 K 中 , K(us) 对 于 p= 3, 也 满足 这 个 条 件 . 

[证 明 ] ”按照 假定 , 定理 10.25 的 证 明 中 的 > 可 理解 为 -=1 (r 为 p 之 上 的 Kw 
的 素 理想 的 个 数 ). 因此 7' = 7, 按照 定理 10.29 有 Y = (7 - 1)X. 于 是 由 引 理 10.30 
得 出 结论 . 上 

(g) Abel 域 的 理想 类 群 的 负 号 部 分 

在 此 (g) 小 节 中 , 假设 p 为 奇 素数 . 这 里 的 K/Q 为 有 限 Abel 扩 域 , 并 也 与 (e) 
小 节 一 样 , 假设 有 和 c K. 当 XX 如 (e) 中 同样 定义 时 , 复 共 斩 p 作用 在 X 上 , 我 们 
在 此 小 节 的 目标 是 要 证 明 X- = {z e X | p(z) = -z} 是 一 个 有 限 生成 自由 Zr 模 . 

一 般 地 对 于 复 共 罗 p 作用 于 Zr 模 M, 我 们 令 

M+={z€éM |p(z)=2} 
M- ={zeMlolz)= -2}. 
由 假定 p 2, 根据 命题 10.12 因此 有 
M= Mt+@M-. 

(也 可 写 为 M+ = Le M- = 1-2M) 

设 天 如 上 , 像 (e) 中 那样 对 n> 1 令 Kn = 天 (upn). 因为 Gal(Kn/Q) 中 的 复 
共 孝 p 作用 于 理想 类 群 CI(Kn) 上 , 故而 也 作用 于 p-Sylow 群 Ak,. 于 是 有 分 解 

AR Ak BAR 

另外 , 由 于 Gal (Koo/Q) 中 的 复 共 生 也 作用 于 X = lim Ak,, 故 有 分 解 


X= Xt+@X-, 


并 且 X+ = lim A 寺 ,，X- = lim AK,; 当 令 A = Zp[[Gal(Koo/K 首 时 , 这 两 个 都 是 人 
模 . 

应 用 Ferrero-Washington 定理 (定理 10.9), 则 可 证 明 y(X-) = 0 ( 见 $10.3(d)). 
使 用 这 个 结果 我 们 便 能 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 10.32 ( 岩 泽 ，Ferrero-Washington) 作为 A = Zpl[Gal (Koo/K)]] 模 的 
卫 - 在 (b) 小 节 的 意义 下 是 Zp 自由 的 , 就 是 说 , X- 为 有 限 生成 自由 ZZ 模 . 口 
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与 其 相反 , 一 般 地 X+ 并 不 是 自由 Zr 模 . 譬如 , 用 在 810.0(c) 中 所 说 的 例子 , 可 
以 证 明 当 K = Q(V=752, V=3), p = 3 时 ， 


X -~Zs 
X+ ~ 2/243. 


在 证 明定 理 10.32 之 前 我 们 先 证 明 下 面 的 命题 . 


命题 10.33 对 于 m>n,AK, 一 AK,, 为 单 射 

[证 明 ] 设 Kn 关 Kn, 只 要 能 证 明 AK 一 AK,,, 为 单 射 就 足够 了 . 设 a 为 
Kn 的 理想 目 其 类 [a] 属于 AK,，, 并 且 它 在 AR,, 一 AK,,， 下 的 像 为 0. 下 面 我 们 来 
证 明 [a] = 0. 

因为 [aOk,,,] = 0, 故 可 写 为 aOk,,, = (x), z e Knt1. 设 Gal(Kn+1/Kn) 的 
生成 元 为 c. 由 于 c(aOk) = aOk,+, 故 有 (oa(z)/z) = (1), 记 


cz) _ 
i 


另 一 方面 , 设 p 为 复 共 轿 并 令 


€, e€OX,,: 


-器 


家 


由 于 Gal (Kn+i/Q) 为 Abel 群 故 o 与 p 可 交换 , 从 而 


中 -oag。ox 
2 e Knt1” 
设 v 为 Kn+i 的 任意 的 无 限 素 点 , | |, 为 对 应 的 绝对 值 , 于 是 |o(y)/yl, = |p(e)/els = 
lels/lels = 1, 从 而 有 loglc(y)/yl。 = 0. 因为 Kn+1 的 导 子 非 0 (参照 87.5), 这 意味 着 
ol(y)/y 为 单位 根 , 于 是 存在 与 p 互 素 的 整数 c 使 得 


(SY oes, 


设 NK。yi/K。: KX41 一 KX 为 范 映射 ,那么 由 于 Nk,,,yK, (o(y)/y) = 1, 由 下 面 的 引 
理 10.34(1) 有 


， 


另外 , 按照 引 理 10.34(2), 存在 〈 使 得 


心 
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由 于 c(z) = z, 故 按照 Galois 理论 有 > e K。 使 得 


5O 
OU MO = Lat). 
所 以 作为 Ks 的 理想 有 3 
和 


如 果 在 CI(Kn) 中 考察 , 它 便 是 
0= [(z)] = 一 2cla]， 
因为 2c 与 p 互 素 , 故 得 到 [a] = 0. a 


引 理 10.34 

(1) 如 果 5 e jpnrti, Nw/Kn(C)=1, 则 CE pp. 

(2) 如 果 C € jp, 则 有 C'E jipnti 使 得 ga(C)/C' =C. 

[证 明 ] (1) 设 Gom+ 为 p"t1 次 本 原单 位 根 对 于 任意 a。e Z， 由 于 有 
NKnri/Kn (Cpnt1) = per 故而 立即 得 到 所 要 的 . 

(2) 因为 Gt Kn, 故 o(Gon+i)/Gon+i 为 p 次 本 原单 位 根 . 因此 得 到 (2).。 四 


注 记 命题 10.33 的 证 明 是 没有 使 用 下 列 的 上 同调 
Ker(Ak, 一 Ak,n) » HI(Knti/Kn, OX,,,) = HI(Knt1/Kn, ppnt) =0 


而 得 到 的 结果 . 

[定理 10.32 的 证 明 ] 按照 命题 10.22, 只 要 能 证 明 X- 不 具有 0 以 外 的 有 限 人 
子 模 , 并 且 w(X-) = 0 就 可 以 了 . 我 们 将 在 810.3(d) 看 到 J(X-) = 0 的 证 明 , 而 在 
这 里 我 们 来 证 明 前 者 . 假设 > e X- 生成 的 X- 的 A 子 模 M 为 有 限 . 又 设 7 为 
T= Gal (Koo/K) 作为 Zo 模 的 生成 元 , 那么 由 于 ye” 一 1 (n 一 oo), 故 有 


i PT a 
Te 


由 M 是 有 限 的 假定 知 M 是 离散 的 , 对 于 充分 大 的 c> 0 有 7y? (x) =z. 

取 no 为 使 得 作为 Z, 模 的 Gal (Ko/ Kn。) 由 ?2* 生成 的 最 大 的 no. 对 于 满足 
导 .> mo 的 m, 设 

pn :一 4K。 

为 自然 映射 , 我 们 来 证 明 pn(z) = 0. 如 果 能 证 明 它 , 那么 就 有 z = 0, 从 而 M = 0， 
于 是 就 证 明了 X- 不 具有 0 以 外 的 有 限 A 子 模 . 

设 M 的 阶 为 p". 考虑 范 映射 N : AE,，,, 一 AK, 与 自然 映射 i: AK, — AR, sms 
则 有 

ioN= 3. o. 
oc€EGal(Kn+m/Kn) 
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因为 由 假定 , Gal (Koo/ Kno) 对 zx 的 作用 是 平凡 的 , 故 o€ Gal (Kntm/Kn) 对 wpn+Hm(z) 
的 作用 也 是 平凡 的 . 因此 有 


io No pntm(T) = pmpn+m(z) = pntm(p™7) 
= n+Hm(0) = 0. 


另 一 方面 , 因为 No pn+m(z) = pn(z) 故 得 到 了 
i(pn(z)) = 0, 


由 命题 10.33 知 i 为 单 射 , 故而 有 wn(z) = 0. D 


810.3 岩 泽 主 猜想 


在 此 使 用 $10.1, 810.2 的 结果 , 终于 可 以 叙述 岩 泽 主 猜想 了 .810.1 中 所 令 述 的 
存在 于 p 进 世 界 中 的 p 进 工 函数 , 在 此 直接 地 与 $10.2 所 叙述 的 分 圆 Z, 扩 域 的 理 
想 类 群 联系 起 来 . 在 此 810.3 中 我 们 也 将 叙述 岩 泽 主 猜想 的 应 用 及 证 明 的 思路 , 以 及 
相关 的 话题 . 

(a) 岩 泽 主 猜 想 的 阐述 


设 p 为 素数 , N 为 正 整数 ， 


Xx:(Z/N)* = 
为 取 值 于 T” 中 的 本 原 Dirichlet 特征 . 进一步 用 810.1(e) 的 话说 就 是 , x 是 第 一 类 
Dirichlet 特征 . 我 们 写成 
N= Nop"， No 与 p 互 素 . 


根据 第 一 类 Dirichlet 特征 的 定义 , 当 p 为 奇 素数 时 a = 0 或 = 1 而 当 p= 2 时 则 
a=0 或 a=2. 
与 迄今 为 止 一 样 , 设 jo 为 面 中 的 ”次 单位 根 全 体 构成 的 群 , 令 


En 一 QULwopn) 


Ke = QUwpm) = () Kn 
n21 


克扣 当 为 奇 素数 
Ks p=2. 
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像 在 810.1(e) 中 那样 , 令 
A=Gal(K/Q) 


T = Gal(Koo/K), 
则 有 
Gal (Ks /Q) = A xT. 
由 N= Nop* 及 K 的 定义 , 并 因为 有 自然 映射 
A= Gal(K/Q) = (Z/N)”, 


那么 由 此 映射 与 x 的 复合 , 可 将 x 看 成 是 人 的 特征 . 
下 面 像 $10.1 那样 考虑 完备 群 环 . 设 Ox = Z,[Image x] 为 由 x 的 像 在 Zp 上 生 
成 的 环 . 令 


Am := Zpl[lGal (Koo/Q)]] = ZpllA x I] 
Ax := Oxl[Gal (Koo/K)]] = Ox[T]]. 
像 在 810.1(e) 中 一 样 定义 同 态 映射 
$x : A = ZpllA x T]] — Ax = Ox[[T]] 
为 满足 
bx ( 2 oa = Dj oorx(o)r 
(or)EAxT 


的 映射 . 依照 px 可 将 Ax 看 作 Aw。 模 . 
下 面 设 Ak, 为 Kn 的 理想 类 群 的 p-Sylow 群 (p 部 分 ), 与 810.2(e) 一 样 , 考虑 
按照 范 映射 取 逆 极限 
Xk = lim Ak,. 
根据 定理 810.25, Xk。 为 有 限 生成 扭 Zz[[Gal (Koo/K)] 模 . 另外 从 Gal (Koo/Q) 作 
用 于 Xk.。 上, 知 XK。 也 为 Am 模 . 因为 Zo[[Gal(Koo/K) Cc Am 故 XK。 为 有 
限 生成 扭 Aw 模 . 现在 我 们 定义 Xk 的 x 分 量 为 


(X)x = Xk Baw, Ax: 


由 上 所 述 , (X)x 成 为 了 有 限 生成 扭 Ax 模 (请 注意 , 按照 内 将 Ax 看 作 Am 模 , 而 
Aw @Awo Ax = Ax). 固定 工作 为 Z, 模 的 一 个 生成 元 y, 由 此 , 我 们 注意 到 , 由 命题 
10.10 得 到 了 同 构 
Ax = Ox[[T]] ~ Ox[[T)] 
yo1+T. 
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于 是 , 根据 定义 10.21， 
.Char ((X)x) © Ax ~ Ox[[T)] 
定义 了 Ax 的 一 个 主 理想 . Char ((X)x) 是 包含 了 理想 类 群 和 Galois 群 作用 的 信息 的 
Ax 的 理想 . 
设 w 为 Teichmiiller 特征 , 试 着 考虑 当 x = w 的 情形 , 可 以 证 明 (X)。 = 0 (参看 
下 面 (b) 小 节 ). 那么 , 下 面 便 设 x 关 w. 于 是 , x-1w 了 1. 由 于 定理 10.7 的 缘故 , 存 
在 震级 数 Gx-:w(T) < Ox[[T]] 使 得 


Gil — 1) = Dexriohu= rl)). 


这 里 的 « 为 分 圆 特 征 , y 为 的 一 个 固定 了 的 生成 元 . 这 时 , 所 谓 的 岩 泽 主 猜想 便 
是 下 面 的 定理 . 

定理 10.35 ( 岩 泽 主 猜想 ) 设 X 为 奇特 征 (X(-1) = 一 1) 并 为 满足 X 关 ww 的 第 
一 类 特征 . 于 是 , 若 将 ( 久 )x 的 特征 理想 Char ((X)x) 看 作 是 Ax = Ox[[T]] 中 的 理想 
时 , 则 成 立 


Char (C0 = (F600)). 0 


在 上 面 的 等 式 中 , 左 端 是 由 理想 类 群 决定 的 代数 的 、 数 论 的 对 象 , 而 右 端 则 是 由 
5 函数 、Z 函数 的 值 所 决定 的 p 进 解析 的 对 象 . 在 数论 的 许多 漂亮 的 定理 之 中 , 这 个 
定理 是 特别 值得 玩味 的 、 优 美的 定理 之 一 . 这 个 定理 , 当 p 为 奇 素数 时 已 由 Mazur 和 
Wiles(1985 年 ) 证 明 , 对 于 p = 2 的 情形 (及 对 于 全 实数 域 上 的 特征 ) 由 Wiles(1990 年 ) 
证 明 , 他 们 的 证 明 都 实质 性 地 使 用 了 自 守 形式 . 

在 此 之 后 , Rubin 完成 了 Kolyvagin 的 设想 , 对 于 几乎 所 有 的 x 仅 用 代数 数论 方 
法 给 出 了 证 明 (1990 年 ). 在 这 个 证 明 中 , 使 用 了 Kolyvagin 所 发 现 的 称 作 Euler 系 的 
概念 . 另外 , Greither 还 确认 了 在 包含 p = 2 的 一 般 情形 时 使 用 Euler 系 进行 证 明 是 
可 行 的 (1992 年 ). 


(b) QUu= ) 的 理想 类 群 


在 本 小 节 (b) 中 我 们 将 通过 对 Q(ur= ) 情形 的 详尽 讨论 来 认识 岩 泽 主 猜想 . 也 
就 是 说 , 讨论 在 (a) 的 记号 中 No = 1 的 情形 . 下 面 我 们 记 


X= XQ(ps%) = lm AQ(ypn): 
首先 根据 命题 10.31, 设 + 为 Gal (Q(jwp~)/Q(k2p)) 的 生成 元 , 从 而 成 立 
X/( — DX SS AQ(usp): 


于 是 , 由 中 山 引 理 知 XX 了 关 0 与 AQq(w,) 关 0 等 价 . 总 之 , 使 得 关 0 仅 限于 2 为 非 正 
则 素数 时 (参照 810.0(a)). 特别 地 , 由 于 p = 2 时 X = 0, 那么 以 下 我 们 总 设 p 为 奇 
素数 . 
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由 于 Q(jp~)/Q 的 Galois 群 有 分 解 


Gal (Q(1p%)/Q) = A xT 
A = Gal(Q(1p)/Q) 
T= Gal(Q(pw)/Q(pp)), 


可 以 将 Al: = Zp[IGal (QUw=)/Q)] = ZpIAIII] 模 X 看 作 Zp[A] 模 . 人 的 阶 为 p 一 1， 
又 设 w 为 A 的 Teichmiiller 特征 , 将 A 的 任意 特征 写成 


w' (i=0,1,.…,p—2) 


的 形式 . 于 是 , 如 果 我 们 注意 到 Z, 包含 了 所 有 p - 1 次 单位 根 的 话 , 那么 就 可 以 应 
用 命题 10.12 得 到 分 解 


Xe = {zeX| 对 于 所 有 的 ceA 有 o(z) = wi(o)z}. 


每 个 Xw 是 Zp[[]] 模 . 
这 也 看 成 是 对 各 有 限 次 数 域 的 理想 类 群 的 wi 部 分 的 着 极限 . 也 就 是 说 , 令 


Kn = Qupr). 


由 Gal(Kn/Q) = A x Gal(Kn/Q(1p)) 知 , A 作用 于 Ak,. 因此 由 命题 10.12 有 分 解 


A = {ZE Ak, | 对 所 有 oe 人 入 ， 有 c(z) = wi(o)z}. 


于 是 有 
X” = lm A%,. 
对 于 X* 成 立 下 面 的 定理 . 
定理 10.36 令 义 = XQ(w。w) =lim AQ(n). 对 于 奇 素数 六 有 分 解 


p—2 
X=DX". 
i=0 


() 设 7 为 了 = Gal(Q(ppw)/Q(1p)) 的 (拓扑 ) 生成 元 ,并 令 Kn = QU ), 则 
自然 映射 Xw 一 4 和、 诱导 出 同 构 


ye. 
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(2) 当主 为 奇数 时 , XX 为 有 限 生成 的 自由 Zp 模 . 
(3) 对 于 奇数 宝 设 Ni 为 Xe 的 Zs 秩 , 即 
xX ~ ZX. 
于 是 , Y 一 1 倍 映 射 
We 
Zrm (7 一 lz 
是 Zp 线性 映射 的 , 从 而 可 用 矩阵 仿 -1 € MX,(Zp) 来 表示 . 作为 Zp[[T]] 模 的 Xw 的 
特征 理想 Char (Xw ) 在 同 构 
Zpl[T)] = Zz[Z] 
To1+T 
之 下 可 看 成 为 Zp[[T]] 的 理想 , 于 是 Char (Xw ) 由 态 _1 的 特征 多 项 式 生成 . 也 就 是 
说 有 
Char (X“ ) = (det (TI — WW-_1)). 
[证 明 ] ”(1) 由 命题 10.31 有 
/OP — 1)X = Agk,. 


取 其 各 个 wi 分 量 , 就 得 到 了 (1). 
(3) 设 X- 如 同 810.2(g) 中 那样 , 那么 由 定义 便 有 


由 定理 10.32 知 X- 为 有 限 生成 自由 Z, 模 , 故而 每 个 X” 也 为 有 限 生 成 自由 Zr 
模 . 


(3) 因为 X“ 为 Z 自由 的 有 限 生成 扭 Zz[[T]] 模 , 从 而 由 命题 10.23(4) 得 到 结 
b [ 
像 (a) 小 节 那 样 , 定义 (X)w 为 (X) = XB@, Au 并 有 


Xo PR : 
Xe Ba Au = 
0 wiz#wi. 
因此 有 
Kw = Xe 


由 此 , 并 根据 定理 10.36(3)( 以 及 关于 lim 和 lim 的 考察 ), 便 知道 在 810.0(e) 所 叙述 
的 岩 泽 主 猜想 与 在 定理 10.35 中 所 叙述 的 岩 泽 主 猜想 是 一 致 的 . 
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另外 我 们 还 注意 到 , 由 A%(,) = 0 (这 个 断言 , 譬如 , 可 利用 将 在 (d) 小 节 中 叙 
述 的 Stickelberger 定理 得 知 ), 并 根据 定理 10.36(1) 与 中 山 引 理 , 可 得 到 Xe = 0. 

正如 在 定理 10.36(2) 中 见 到 的 那样 , 对 于 奇数 i, Xe' 为 自由 Zr 模 . 那么 它 的 
秩 具 体 地 是 多 少 呢 ? 按照 对 于 p < 12,000, 000 范围 内 的 计算 有 


XX” 之 ,或 者 0. 


若 设 X” 的 秩 为 Nt, 那么 就 是 Xi = 1 或 者 0. 在 计算 Xi 时 , 若 使 用 岩 泽 主 猜想 ( 定 
理 10.35) 有 


和 = Gu-:(T))， 
故而 只 要 计算 Gu:-:(Z) 就 可 以 了 . 根据 将 在 (d) 小 节 所 讲 , G1_,(T) 是 能 够 具体 计 
算 的 . 
问题 6 使 用 岩 泽 主 猜想 证 明 以 下 断言 . 
() 设 i 为 满足 1 < < 了 一 2 的 奇数 . 证 明 , 如 果 有 


SG +i—p)#C(2+i- 2p) (mod p?)， 


则 有 和 (Gr-:(T)) < 1. 因此 , X” ~ Zz, 或 者 0.( 提 示 : 使 用 问题 4(§10.1(c)).) 

(2) 对 于 p= 37,i = 5, 确认 (1) 中 的 关系 成 立 . 

(3) 对 于 p = 691, i = 697, 491, 想 出 高 效率 的 计算 5(1 一 7) mod p? (7: 正 整数 ) 值 的 方法 ， 
并 由 此 确认 (1) 的 关系 成 立 . 

下 面 讲述 当 i 为 偶数 时 , Xo 又 是 怎样 的 情况 . 首先 , 立即 可 知 有 Xe” = 0. 于 
是 设 i 为 满足 0< i<p 一 1 的 偶数 . 根据 对 p < 12,000,000 范围 的 计算 有 


AX” =0. 


于 是 有 所 谓 的 Vandiver 猜想 说 , 对 于 任意 的 p 以 及 任意 的 偶数 i 成 立 Xw: = 0. 稍 
许 弱 一 点 有 所 谓 Greenberg 猜想 , 说 Xw' 为 有 限 . 

Greenberg 猜想 表达 的 是 更 一 般 的 陈述 , 即 对 于 任意 的 偶 特征 X, (X)x 为 有 限 
(推广 到 任意 数 域 ). 也 就 是 说 , 对 于 偶 特 征 x, 成 立 Char ((X)x) = Ax. 然而 除了 知道 
关于 Vandiver 猜想 以 及 Greenberg 猜想 的 许多 实例 (还 不 知 有 反例 ) 外 , 却 并 没有 
找到 根据 . 

关于 Vandiver 猜想 , 仅 能 证 明 对 于 任意 的 p 有 


Xu -0 


成 立 . 其 证 明 实 质 性 地 使 用 天 理论 . 对 于 其 他 的 偶数 i (0 < i < p 一 1), 还 不 知道 有 
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这 样 的 一 般 性 结果 . 
(c) 理想 类 群 的 x 分 量 的 阶 与 〈 函数 值 的 意义 
设 p 为 奇 素数 并 按照 (b) 小 节 那 样 , 分 解 
p—2 
4aum) = @ 4 
应 用 岩 泽 主 猜想 , 完全 可 以 用 工 函数 的 值 表 达 出 48( ) 的 阶 . 
定理 10.37 对 于 满足 1<i<p 一 1 的 奇数 i 成 立 
#AG(n,) = #(Zp/L(0,w 7)). 


这 里 , L(s,w-i) 为 Dirichlet 工 函数 . 
[证 明 ] 与 (b) 相同 , 令 关 = XQ(ww). 又 令 人 = Zp[[T] = Zpl[T. 将 X* 看 作 
A 模 , 那么 应 用 命题 10.20 则 可 写 


Xe ~ A/(FP') @ @ A/(fT). 
由 伪 同 构 的 定义 知 存在 正 合 序列 
0 一 (有 限 ) 一 X” 马 A/(T) 昌 …@A/(Pr) 一 (有 限 ) 一 0. 


设 Y 为 工 的 生成 元 , 根据 定理 10.36(1) 有 X”/(7 - 1X” 驴 46u。)， 又 由 定理 
10.36(2) 知 更 为 单 射 . 
因此 , 存在 以 下 的 正 合 序列 的 交换 图 表 . 


0 
1 
0 KerT. 
1 二 
0 一 Xo SS A/fM)e@.::@A/(f™) 一 Coker 更 一 0 
ht Ey 二 
0 一 Xe SS A/fr)e@...@A/(fr™) 一 Coker 理 一 0 
1 ! 
Ads) Zp/(f(0)™)@...®Zp/(fr(0)™) 一 CokerT 一 0 
下 ! 有 
0 0 0 


这 里 , 正中 的 列 映射 分 别 为 y 一 1 倍 的 , 了 倍 的 , 以 及 了 倍 在 Coker® 上 的 诱导 的 映 
射 . 由 于 Coker 为 有 限 故 由 图 表 知 KerT 与 CokerT 的 阶 相等 . 因此 由 蛇 形 引 理 
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得 到 
#AG(,,) = #(Zp/(f1(0)™) © @ Zo/(f(0)™")). 
再 由 岩 泽 主 猜想 (定理 10.35) 有 
Char (Xe ) = (fr fr") = (Goi(T)), 
故而 有 
#AG(n,) = #(Zp/(Gen-(0))). 
根据 定理 10.7, 定理 10.6, 由 于 有 
Gui-:(0) = Lp(0,w17 1) = L(0,w 7 1), 
故而 得 到 了 定理 10.37 的 结论 . 和 


更 一 般 地 , 对 于 奇特 征 x, 设 K 为 x 的 核 所 对 应 的 域 , 即使 得 Gal(K/Q) ~ Im x 
成 立 的 域 , 又 设 Ox = Z[Im x], 那么 我 们 已 能 够 知道 


(hk @Ox)X= {ze Ak @Ox | 对 所 有 oe Gal(K/Q) 有 clz) =x(o)z} 


的 阶 可 以 用 L(0,x-!) 来 表示 (Mazur, Wiles, Solomon, Greither). 
可 以 得 到 作为 定理 10.37 的 推论 的 以 下 Herbrand, Ribet 的 定理 (直接 可 以 看 
出 , 它 等 价 于 在 810.0(b) 中 叙述 的 Herbrand, Ribet 定理 .) 


推论 10.38 (Herbrand, Ribet) 对 于 满足 1<i<p-1 的 奇数 i 下面 的 断 
言 等 价 : 
(D)48wa) #0 
(2) 对 于 满足 i 三 1 一 + (mod p 一 1) 的 正 整数 > 0, 5(1 一 7) 的 分 子 被 p 除 尽 . 
[证 明 ] ”这 是 由 于 我 们 知道 有 
TL(0,w ) = Lp(0,w i) = Lp(0,w") 
=C(1—r) (mod p). 
最 后 的 那个 同 余 式 来 自 定理 10.6 及 命题 10.8. 和 
那么 ,6(1 一 7) 自身 又 具有 什么 样 的 意义 呢 ? 当 我 们 把 它 写成 既 约 分 数 的 形式 
C0 -n= 从 
时 , 对 于 N; 与 Dr 的 意义 , 当 应 用 岩 泽 主 猜想 时 便 知道 有 如 下 的 事实 (将 不 予 证 明 ): 
* 


Zp(1) = lim ypn (关于 2 寡 映 射 的 逆 极限 ) 
Zp(m) = Zp(1) Bz, Zp(1) ®z, *… Bz, Zp(1) . 
ee eh pe ses Rp a 

mm 个 
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Zp(m) 作为 Zz 模 是 秩 为 1 的 自由 模 , 而 Gal (6/Q) 以 分 圆 特 征 的 m 次 寡 作 用 于 
它 . ( 即 若 设 re Zp(m), ce Gal(@/Q), 则 o(z) = r(0)™z.) 
对 于 有 Galois 群 作用 的 任意 Zo 模 M 而 言 , 我 们 定义 M(m) 为 


M(m) = M ®z, Zp(m), 


并 称 其 为 M 的 Tate 扭转 (Tate twist). 此 时 , 对 于 任意 的 偶数 > 0, 可 以 证 明 


wwe-D-DXwe-D 
为 有 限 , 并 能 证 明 


Nr = [I#(X8) (7 — D/O — D XE) (7 — 1)). 
了 


这 里 的 p 遍历 所 有 的 素数 (实质 上 遍历 所 有 的 非 正则 素数 ). 对 于 分 母 , 可 证 明 有 
D+ = [[#(Q»/Zp(7))™ we= yo). 
? 
这 里 的 p 遍历 所 有 的 素数 .( )Sal(Qwr= )/9) 表示 Gal(Q(jw~)/Q)- 不 变 部 分 . 另外 ， 


(一 1D)，(r) 为 Tate 扭转 . 由 此 事实 便 推导 出 了 命题 10.3(2). 也 还 有 将 N,,， D, 作为 
代数 K 群 的 阶 的 想法 (Quillen-Lichtenbaum 猜想 ). 


问题 7 在 承认 D, 的 上 述 表示 下 , 证 明 命题 10.3(2). 
(d) Stickelberger 定理 


设 NN 为 正 整数 . Stickelberger 受 Gauss, Kummer 等 人 研究 的 启发 , 对 于 QUuw) 
的 理想 类 群 证 明了 下 面 将 叙述 的 非常 有 名 的 定理 (1890 年 ). 
首先 , 设 


Cam(s)= > 


为 部 分 5 函数 (参看 83.3 的 定义 3.13). 按照 同 构 Gal(Q(uv)/Q) ~ (Z/N)x( 参 看 
85.2 的 定理 5.4), 我 们 记 a e (Z/AN)x 所 对 应 于 这 个 Galois 群 中 的 元 为 o。. 此 时 称 


N 
bu = > C=a(n)(0)oz! € QIGal(Q(pw)/Q)] 
Car)=1 
为 Stickelberger 元 (Stickelberger element). 此 处 的 和 是 对 满足 (a, N) = 1 的 从 1 
走 到 N 的 整数 a 取 的 . 
更 加 具体 地 , 设 0 < a < N, 由 于 有 
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(83.3(b) 的 例 3.20), 故 有 


N 
:We 
oun) = 得 (六 志 5)cz 
(ia 


在 上 面 特意 使 用 ¢ 函数 来 写 出 , 是 为 了 能 认识 到 boww) 是 处 在 “ 世界 之 中 的 . 
Stickelberger 定理 是 说 ， 


定理 10.39 (Stickelberger) 令 
1 N 
guw = b(nw) -3 2 oo 
号 =: 
设 aeZIGal(Q(uv)/Q)] 满足 
agoww) € ZIGal (Q(pw)/Q)], 
则 对 于 理想 类 群 C1(Q(jw)) 有 


(abouw))CI(Q(m)) =0. 


口 


简 而 言 之 , 定理 是 说 Stickelberger 元 零 化 理想 类 群 . 这 个 定理 的 证 明 是 根据 对 
Gauss 和 的 素 理想 分 解 的 详细 研究 得 到 的 . 我 们 在 这 里 省 略 证 明 . 在 此 想 要 说 的 是 


岩 泽 所 发 现 的 Stickelberger 元 与 p 进 工 函数 之 间 所 具有 的 关系 . 
设 x, 天 Kon 同 于 (a) 小 节 的 那样 . 有 分 解 


Gal(Kn/Q) = Gal(K/Q) x Gal (Kn/K). 

令 Ox = ZplImage Xj, Qp(X) = Qp(Image Xx). 定义 

gen : QIGal (Kn/Q)] = QIGal (K/Q) x Gal (Kn/K)] = QOO) [Gal (Kn/K)] 
为 

pen (DS aor(0,7)) = 并 oorx(or 
于 是 对 于 x 头 w 的 奇特 征 x, 可 以 证 明 
brn (Ok) € Ox[Gal (Kn/K)]. 
并 且 还 能 确定 , px,n(0k,) 形成 一 个 关于 n 的 逆向 系 . 让 A 同 于 (a) 中 所 设 , 令 
WX, := (gxm(gko)) € lm Ox[Gal(Kn/K)] = Oxl[Gal(Koo/ K)]] 
= Ax. 


固定 Gal (Koco/K) 的 一 个 拓扑 生成 元 y, 以 此 将 A ~ Ox[[T] 看 作 一 样 . 
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定理 10.40 ( 岩 泽 ) 设 X 为 满足 X 尖 由 的 第 一 类 奇特 征 , 则 有 
下 .三 Gu 人 (人 口 


在 此 这 一 定理 的 证 明 仍 被 省 略 . 
如 在 810.1(f) 曾 谈 及 的 , 使 用 这 样 的 论断 可 以 证 明 p 进 工 函数 的 存在 性 . 由 
Stickelberger 定理 以 及 上 面 的 定理 10.40 还 可 得 出 以 下 推论 . 


推论 10.41 Gh-1w(T) 消去 (X)x. 即 
Gx (T)(X)x = 0. 0 


这 是 因为 由 Stickelberger 定理 可 证 明 嫉 (X)x = 0 的 缘故 ， 感觉 起 来 , 推论 
10.41 非常 接近 于 岩 泽 主 猜想 (定理 10.35). 其 实 , 岩 泽 主 猜想 就 是 这 样 诞 生 的 . 

那么 ， 还 是 设 p 为 奇 素数 吧 . 由 Ferrero-Washington 定理 (定理 10.9) 有 
4(Gx-1w(T)) = 0 ( 的 定义 在 810.2(a))， 因 此 根据 推论 10.41 得 知 KW((X)x) = 0 
(这 个 p 的 定义 在 $10.2(b)). 由 此 , 当 把 XK、 看 作 是 Zp[[Gal (Ko/K) 模 时 , 也 就 
知道 了 


ACXK。) =0. 
以 此 便 完成 了 对 定理 10.32 (810.2(g)) 的 证 明 . 实际 上 更 一 般 地 , 对 于 任意 的 p, 任意 
的 x, 由 定理 10.9 仍 可 证 明 A((X)x) = 0 成 立 . 
对 于 和 不 变量 , 岩 泽 利 用 类 数 公式 证 明了 


和 AMGx-u(C) = DX((X)X) (x 遍 历 Gal(K/Q) 的 不 等 于 w 的 奇特 征 ). 


于 是 , 如 果 能 证 明 
(X)x ~ Ax/(7), 
则 有 
Gx (T) (Ax/(f)) ~ 0， 
从 而 有 (f) 2 (Gx-1。(T)), 再 比较 两 者 的 和 不 变量 便 有 


Char ((X)x) = (f) = (Gx-10(T)), 


这 就 是 说 , 如 此 便 能 够 证 明 岩 泽 主 猜想 (定理 10.35) 了 . (为 了 能 有 (X)x ~ Ax/()， 
壁 如 , 只 要 Char ((X)x) 的 生成 多 项 式 没有 平方 因子 就 可 以 了 . 在 迄今 已 计算 过 的 例 
子 中 , Char ((X)x) 的 生成 多 项 式 还 没 发 现 有 含 平方 因子 的 例子 .) 

因此 , 一 般 情 形 下 设 若 要 证 明 岩 泽 主 猜想 , 那么 问题 便 在 于 如 何 处 理 非 循环 模 
( 即 不 是 (X) ~ Ax/(f) 的 情形 )， 所 谓 Euler 系 (Euler system) 的 概念 便 是 为 了 处 
理 这 样 的 非 循环 模 而 想 出 来 的 . Stickelberger 元 最 初 叙述 的 是 与 Gauss 和 的 关系 , 而 
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由 Gauss 和 可 以 构造 某 些 满足 Buler 系 公理 的 数 系 . 于 是 便 能 够 处 理 非 循 环 的 (X)x 
了 . 对 于 Euler 系 有 兴趣 的 读者 , 请 阅读 岩 泽 理 论 的 参考 文献 [3] 中 的 附录 . 


(e) 与 自 守 形式 的 关系 


在 此 我 们 将 叙述 自 守 形式 的 理论 在 岩 泽 理论 中 所 起 的 作用 . 

作为 典型 的 例子 , 我 们 先 应 用 前 一 章 引进 的 Ramanujan 的 A 来 解释 Ribet 定 
理 (推论 10.38 的 (2)= (1)) 的 证 明 . 

首先 , 由 于 691 除 尽 (一 11), 那么 在 自 守 形式 的 世界 里 能 够 有 Ramanujan 的 同 
余 式 


7() =1+Pa (mod 691) 


(89.1 定理 9.2). 这 里 的 1 是 任意 的 素数 . 定理 9.2 的 证 明 的 重要 之 处 是 B12 被 691 
除 尽 , 就 是 说 可 以 联想 起 《(-11) 被 691 除 尽 . 

次 , 说 明 一 下 Ramanujan 同 余 式 产生 非 分 歧 扩 域 的 事实 . 为 达到 此 目的 的 最 
重要 的 工具 是 Deligne 所 构造 的 相伴 于 A 的 表示 . 

对 于 任意 的 素数 p, Deligne 构造 了 下 面 的 不 可 约 表示 


pa :Go = Gal(G/Q) — GL2(Q;), 


它 满足 如 下 的 条 件 . 
(1) 设 Ka 为 按 Galois 理论 对 应 于 pa 的 核 的 域 , 即使 得 


pa : Gal (KA/Q) 3 Image(pa) 


为 同 构 的 域 . 这 时 , 除 p 之 外 的 所 有 素数 均 在 KA/Q 非 分 歧 . (在 p 处 对 于 所 谓 的 
“crystalline 表示 ”而 言 , 也 处 于 好 的 状态 .) 

(2) 设 1 为 不 等 于 p 的 素数 , Frob 为 Gal (KAjQ@) 中 在 1 的 Frobenius 共 斩 类 . 
于 是 


Tr(pa(Frob)) =r(D) 
det(pa (Frob)) = /1. 

记 对 应 于 pa 的 , 具有 Go 作用 的 一 个 2 维 Q 向 量 空间 为 Va. 因为 Go 为 紧 ， 
存在 具有 Go 作用 的 秩 为 2 的 自由 Zr 模 4A, 使 得 4A @z, Qp = Va. 如 果 上 面 表示 
改 成 对 应 于 4A 的 表示 并 仍 记 为 pa, 那么 pa 的 像 便 在 GL2(Zz) 中 . 于 是 在 下 面 我 
们 变 为 了 考虑 

pe 
而 且 还 可 考虑 
pa modp:Go— GL2(F,). 
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由 定义 , pA mod p 应 满足 
Tr (pa mod p(Frobi)) =7(!) mod p. 
在 此 , 我 们 试 取 p = 691. 于 是 由 Ramanujan 同 余 式 有 


Tr(pa mod p(Frobi)) =r(D) modp 
=1+!Y modp 
det(pa mod p(Frobi)) = Da mod p. 


这 表明 了 Aa/p 的 半 单 化 (semi simplification) 为 


(4A/p) =Z/p(11) @ Z/p(= 42 © Z/p). 


其 中 的 Z/p(11) 为 Tate 扭转 (参看 (c) 小 节 ). 就 是 说 , Go 以 wl! 作用 于 Z/p(11) 上 
(w: Teichmiiller 特征 ). 因此 , pA mod p 为 


wll >* wil 0 
dp= 对 
pa modp ( 和 | 或 者 ( ]) 


中 任何 一 个 . 通过 适当 地 选取 4A 则 可 假设 有 
pa modp= (Ge a * 天 0. 
* 1 
现 设 环 为 p 之 上 的 素 理想 的 惯性 群 , 那么 可 以 证 明 有 
pa mod pli, = | 0 。 
于 是 , 设 工 为 按照 Galois 理论 对 应 于 Ker(pA mod p) 的 域 , 即使 得 


Gal(L/Q) 二， Image(pA mod 7p) 
pa modp 


成 立 的 域 . 由 对 于 pa 的 条 件 (1) 知 Z/Q 在 所 有 p 以 外 的 素数 处 为 非 分 歧 . 因此 ， 
从 上 所 述 , L/Q(jp) 在 所 有 的 素 理想 处 均 非 分 歧 . 又 按照 构造 知 , Gal (Q(uz)/Q) 以 
wa 作用 于 Gal(L/Q(jp)) 上 . 如 此 一 来 , Ramanujan 同 余 式 便 给 出 了 非 分 歧 扩 域 . 
根据 类 域 论 (参看 810.2(d)), 我 们 有 


4 #0. 
故 Ribet 定理 得 证 明 . 


下 面 叙述 Mazur 和 Wiles 的 证 明 思 路 . 与 Ribet 一 样 他 们 也 使 用 相伴 于 自 守 形 
式 的 表示 . 在 上 面 叙述 了 使 用 相伴 于 自 守 形式 的 表示 能 得 到 非 分 歧 扩 域 之 后 , 下 面 
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则 采用 了 下 述 方针 , 即 “ 非 分 歧 扩 域 可 全 部 由 相伴 于 自 守 形式 的 表示 作出 ”. 更 准确 
一 点 说 , 即 为 了 证 明 
Char ((X)x) = (Gx-1w(T)) © Ax, 


则 要 构造 出 关于 “ Ax/(Gx-1w(T)) 部 分 ”的 非 分 歧 扩 域 . 如 果 这 是 可 能 的 话 , 说 明 有 
Char ((X)x) C (Gx-1w(T)), 那么 由 (d) 小 节 中 关于 X, p 不 变量 的 讨论 , 表明 这 两 者 
是 相等 的 . 

我 们 来 叙述 不 其 精确 的 粗略 的 想法 . 如 果 依照 肥田 (Hida) 理论 ,“ 大 ”Hecke 环 
T( 由 Hecke 算 子 生成 的 环 ) 满足 以 下 断言 . 了 为 Ax 上 的 环 , 并 有 被 称 为 Eisenstein 
理想 的 理想 T 使 得 T/T = Ax/(Gx-1w(T)) 成 立 . 虽然 在 这 种 情形 下 , 还 不 知道 是 否 
存在 T 的 2 维 表示 

p'sGo — GLa(T), 
但 与 它 相 近 地 , 存在 有 所 谓 的 伪 表 示 (pseudo-representation). 因此 , 与 A 的 情形 一 
样 , 由 “p mod 1” 可 以 构造 关于 T/T 部 分 , 即 Ax/(G、-1(T)) 部 分 的 非 分 歧 扩 域 . 

(f) 关于 加 号 部 分 的 岩 泽 主 猜想 

对 于 岩 泽 主 猜想 , 由 于 除了 定理 10.35 之 外 还 有 另外 两 个 公式 化 的 阐述 , 所 以 最 
后 我 们 想 对 此 说 一 下 . 

让 Kn Kc， Amo, Ax 如 (a) 小 节 所 设 . 将 在 Ke。 上 次 数 为 p 竺 ,并 在 p 之 上 的 
素 理 想 以 外 非 分 歧 的 所 有 Abel 扩 域 的 并 记 为 M。。. 令 


T= Gal(Moo/Koo) 


设 x 为 偶 特征 (X(-1) = 1), 并 为 满足 x #1 的 第 一 类 特征 . 又 设 


(X)x = X Aw, Ax， 


可 以 证 明 (+)x 为 有 限 生成 扭 A 模 . 此 时 , 关于 x 的 岩 泽 主 猜想 便 可 表达 为 


Char ((X)x) = (cxea +T)-1— ») 


可 以 证 明 这 与 定理 10.35 是 等 价 的 . 
其 次 , 设 Xk 如 (a) 小 节 中 那样 , 那么 对 于 x 1 的 第 一 类 侦 特征 x, 我 们 考 
虑 
(X)x = Xk @Ano Ax: 
现在 我 们 来 叙述 关于 (X)x 的 岩 泽 主 猜想 . 
设 O% 为 K 的 单位 群 , 定义 O 关 .中 的 分 圆 单位 群 (group of cyclotomic units) 
Gn 为 Cn = On Zn. 这 里 , 车 设 ¢ 为 Nop" 次 本 原单 位 根 , 那么 Zr 表示 由 < 和 
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1 一 C* (1<a< Nop" -1) 生成 的 KX 的 子 群 . 考虑 关于 范 映 射 的 逆 极 限 
2 =lm(Ok, ®Z;) 
U 
C =lm(Cn ® Zp), 


并 令 
(E/C)x = (2/C) Bano Ax: 
此 时 , 岩 泽 主 猜想 可 公式 化 阐述 为 
Char ((X)x) = Char ((£/C)x). 
可 以 证 明 这 一 等 式 也 与 定理 10.35 等 价 . 


小 结 


10.1 存在 以 Dirichlet 工 函数 在 负 整数 的 值 插值 的 p 进 全 纯 工 函数 Zz(s,X) 
(准确 地 说 , 是 在 x = 1,s = 1 以 外 全 纯 ), 并 称 其 为 久保 田 -Leopoldt p 进 工 函数. 使 
用 寡 级 数 G(T) 可 将 Lp(s,x) 写成 Lp(s,x) = Gx(wus 一 1). 另外 , 由 完备 群 环 AN 
中 的 元 可 构造 Lp(s, x). 

10.2 对 于 Q 的 有 限 次 扩 域 K, 令 Kn = K(jpn),， Keo = UKn. 设 Ak, 为 Kn 
的 理想 类 群 的 p-Sylow 群 , Xk。 = lim Ak, 为 按 范 映射 取 的 逆 极 限 . 此 时 , Xk。。 是 
有 限 生成 的 扭 Zp[[Gal (Koo)/K) 模 . 

10.3 设 x 是 具有 导 子 N 的 第 一 类 特征 , 且 满足 x 关 w，x(-1) = -1. 又 设 
Ko = YU Qne), 则 关于 Xk 的 x 分量 (X)x 的 特征 理想 , 成 立 


char(oou = (jc 人) 


称 其 为 岩 泽 主 猜想 (Mazur-Wiles 定理 ). 这 个 定理 是 联系 数论 对 象 与 p 进 解析 对 象 
之 间 的 漂亮 的 关系 式 . 

10.4 根据 以 上 的 理论 , 分 圆 Z 扩 域 的 理想 类 群 的 p-Sylow 群 , 也 包括 Galois 
群 的 作用 在 内 , 能 够 得 到 统一 的 理解 . 

10.5 在 数 的 世界 里 , 存在 这 样 漂亮 的 理论 真是 不 可 思议 . 


习题 


10.1 设 X = Xow), 并 使 用 与 810.3(b) 相同 的 记号 . 依照 所 见 C( 一 DD), (3)， 
.…, 《(-9) 的 值 , 证 明 


po eR 
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10.2 设 > 为 正 偶数 , 以 及 素数 p 除 尽 5(1 -~ ”) 的 分 子 . 
(DD 证 明 当 (2 一 + 一 p)C(1 一 7) 关 (1 一 7)C(2 一 7 一 p) (mod p?) 时 ,成立 
4 SZ/p. 

(2) 对 于 p= 37, > = 32, 请 确认 (1) 中 的 关系 确实 成 立 .( 即 确认 810.0(c) 表 10.2 
的 关系 .) 

10.3 设 i 为 满足 1 < i<p-1 的 奇数 . 

() 设 伴随 于 Ga-,(T) 的 多 项 式 (参看 810.2(a) 命题 10.19) 为 一 次 式 工 _a 邻 
ordp(Q) = a 时 , 证 明 有 


4 bp Z/prt™ nl. 

(2) 假定 伴随 于 Ga-:(T) 的 多 项 式 为 二 次 式 (T - oa)(T - 8) (wpe Zo), 且 
1 = ordp(a) < ordp(B). 此 时 , 请 求 出 Abel 群 48w) 的 结构 (如 同 在 问题 4 所 说 
的 , 还 不 知道 有 像 (2) 那样 的 Gu -,(1 -- 7) 的 例子 . 但 是 ， 对 于 满足 某 种 条 件 的 特征 
xX, 如 果 Gu-1(T) 能 写成 上 述 形式 , 以 同样 的 方法 , 是 可 以 求 出 A%, 作为 Abel 群 的 
结构 的 . 810.0(e) 中 所 叙述 过 的 例子 Q(V=1395, V=5) 的 分 圆 Z。 扩 域 的 理想 类 群 的 
构造 便 是 这 样 计算 的 .) 

10.4 (1) 设 p 为 奇 素数 , x 为 第 一 类 特征 , 且 满 足 Xz w, x(-1) = -1, 并 
且 Image(x) 的 阶 与 p 互 素 . 又 设 , 根据 Galois 理论 对 应 于 x 的 核 的 域 为 .也 
就 是 说 x : Gal(F/Q) 一 三 为 单 射 ， 另 外 , 假定 在 F/Q@ 上 yp 不 可 分 解 ， 对 于 
X, 让 Ox，K，Kn，Kco 为 在 810.3(a) 中 所 设 那样 , 并 令 Go = Gal(K/F)， 有 分 解 
Gal(Kn/F) = Go x Gal(Kn/K), 并 将 Go 看 作 了 Gal (Kn/F) 的 子 群 . 记 对 应 于 Go 
的 Kn/F 的 中 间 域 为 及 (及 = (K,)5o). 

根据 Gal (Fn/Q@) = Gal(F/Q) x Gal(F/F), 将 Gal(F/Q) 看 作 Gal (Fw/Q@) 的 
子 群 , 从 而 将 Gal (F/Q) 模 看 作 Gal (F/Q) 模 . 


10.4 

又 按照 x 将 Ox 看 作 Gal(F/Q) 模 , 并 令 

A = Ap, Bz,lGal (F/Q)] Ox 

人 = ARS F/T) @z, [Gu (pj Ox 
此 时 , 证 明 自然 映射 

A 一 4， 
为 同 构 . 
(2) 证 明 #4% = #(Ox/L(0,x-!)). 
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根据 我 们 在 第 九 章 所 见 ， 自 守 形式 原本 指 的 是 上 半 复 平面 上 的 单 变量 全 纯 的 自 
守 形 式 , 但 后 来 , 则 对 自 守 形式 进行 了 各 式 各 样 的 推广 , 包括 了 非 全 纯 的 以 及 多 变量 
的 情形 , 虽然 如 此 , 还 是 有 这 样 的 统一 观点 , 即 通过 掌握 群 上 的 函数 来 得 到 自 守 形式 . 
于 是 自 守 形式 与 群 表示 论 之 间 的 关联 便 凸 显 出 来 了 . 称 通 过 自 守 形式 给 出 的 表示 为 
自 守 表 示 , 对 数论 而 言 它 是 个 很 具 兴 趣 的 对 象 . 

在 这 一 章 里 我 们 将 介绍 自 守 形式 与 表示 论 之 间 的 关系 . 这 是 以 Ramanujan 的 
T(n) 的 三 种 表示 典型 地 表现 出 来 的 . 另外 , 还 要 谈 及 在 表示 论 中 表现 出 重要 的 对 偶 性 
的 Poisson 求 和 公式 以 及 作为 它 的 推广 的 Selberg 迹 公式 ( 形 如 EM(m)= PW(w) 
的 公式 ) 在 数论 中 的 应 用 . 例如 , 表现 在 ¢ 函数 的 函数 方程 中 的 对 偶 性 (Poisson 求 
和 公式 (Selberg 迹 公式 )) 等 很 多 的 地 方 . 

最 后 还 将 介绍 与 自 守 表 示 有 关 的 Langlands 猜想 . 这 是 个 试图 推广 类 域 论 的 猜 
想 , 是 Galois 群 的 表示 与 自 守 表示 的 对 应 , 含有 某 种 对 偶 性 的 意思 . Langlands 猜想 
可 以 称 做 非 交 换 类 域 论 猜想 . Fermat 猜想 的 证 明 是 通过 证 明 Langlands 猜想 的 一 部 
分 而 得 以 完成 的 . 自 此 , Langlands 猜想 的 一 般 性 的 证 明 便 是 个 有 待 解决 的 问题 , 长 
时 间 以 来 被 认为 给 出 了 数论 的 指导 纲领 . 


“440 第 十 一 章 “ 自 守 形式 (ID 


811.1 自 守 形式 与 表示 论 


(a) r(m) 的 三 种 表达 与 表示 论 
我 们 在 第 九 章 看 到 , Ramanujan 所 考虑 的 


A(z) =aIlI0 a) 
n=1 


= D7)a" 
n=1 
成 为 自 守 形式 的 数论 研究 的 开端. 就 像 在 89.1 所 证 明 的 , 出 现在 上 式 的 系数 7(n) 具 
有 如 下 的 表达 式 


(11.1) 7(n)=on(n)+ 中 (mao +os(n) — 252 D2 os(m)os(n— 四) 
m=1 


(参看 (9.8) 式 ). 其 中 , ok(n) = 学 d*. 从 它 可 推导 出 Ramanujan 同 余 式 r(n) = ou(n) 


ah 
mod 691 的 意义 而 言 这 是 个 重要 的 表达 式 . 这 个 等 式 是 由 与 等 式 
-Ea- Ee 
1008 . 756 
的 Fourier 系数 进行 比较 得 到 的 , Bi(z) 的 Fourier 系数 的 计算 基础 是 公式 (9.14)(Lip- 
schitz 公式 ), 像 在 811.2 将 要 说 明 的 那样 , 这 恰好 是 Poisson 求 和 公式 . 在 这 个 意义 
上 , 我 们 认为 (11.1) 的 表达 式 是 Poisson 求 和 公式 (对 于 Zc R 的 群 组 的 Selberg 迹 
公式 ) 的 表示 论 的 应 用 . 
另外 , 对 +(n) 还 有 其 他 各 种 各 样 的 表达 方式 (第 九 章 的 习题 9.1(3) 也 是 这 样 
的 .) 我 们 举 出 其 中 的 两 个 . 首先 , 物理 学 家 Dyson(1968 年 ) 给 出 了 如 下 的 表达 式 ; 


(11.2) 
r(n) = 3 

(a,b,c,d,e)€ 25 
(ab,c,d,e)=(1,2,3,4,5) mod5 
a+b+ct+dt+e=0 
@++o+d +e = 10n 

(be-O(a- do- eb- Ob- Ab- ec de-e)(d—e) 

1!213!4! 人 


这 里 的 和 是 有 限 和 , 例如 , 当 n= 1 时 只 有 (a,b,c,d,e) = (1,2, 一 2, 一 1,0), 故 7(1) = 工 
为 此 , 可 以 考虑 在 级 数 


I[Q4 -0)= 》 (Dm (Euler 的 五 角 数 定理 ,1750 年 ) 


n=1 m=—o0 
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以 及 
I -= ("m+ 1)q™#" (Jacobi 公 式 ,1829 年 
n=1 


m=0 


(32 守卫 为 5 角 数 ,下 二 下 为 3 角 数 ) 上 取 24 次 军 . 这 个 Dyson 表达 式 到 了 20 世 
纪 70 年 代 被 MacDonald 的 应 用 以 及 Kac 由 无 限 维 Lie 环 表示 论 (指标 公式 ) 推 出 从 
而 得 以 弄 清 . 这 也 是 表示 论 的 应 用 . 

下 面 的 表达 式 是 由 Selberg(1952 年 ) 得 到 的 : 


4 咀 = 策 ta 5 
(113) ro)=- YD Hm Dd + Vn 
OSm<2Vn Wp 


dm 


dgVT 
其 中 , 5(V 表示 当 n 为 平方 数 时 为 1 否则 为 0, 兄 ' 表示 在 取 和 范围 的 边界 处 ( 即 
m0 以 及 d 一 Vi 处 ) 要 乘 以 权 二 又 


m+ivVin—m? 
Tm 一 CR TREE 
而 吾 (b) 则 是 判别 式 d < 0 的 二 次 型 的 加 权 类 数 ， 例 如 , 玉 (- 入 = 了,，H(-3) = 二 
(这 里 给 出 的 二 次 型 的 类 数 稍 许 推广 了 虚 二 次 域 的 类 数 】 Selberg 绪 出 的 这 个 表 记 
式 是 由 Selberg 迹 公 式 对 SL2(Z) Cc SL2(R) (或 者 SL2(Q) Cc SL2(A)) 推导 出 来 的 . 
Selberg 迹 公式 将 在 811.3 中 讲解 . 仅 就 所 见 到 的 这 样 的 +(n) 的 表达 式 而 言 , 表示 论 
在 自 守 形式 上 的 应 用 有 很 多 . 


(b) 从 自 守 形式 到 自 守 表示 


从 对 于 模 群 SL2(Z) 的 自 守 形式 来 构造 群 SL2(R) 上 的 自 守 形式 , 如 果 使 用 上 半 
平面 的 表示 


H = SL2(R)/SO(2), 
则 比较 简单 . 具体 地 说 , 对 于 全 纯 自 守 形式 fe Mi(SL2(Z)) 令 
21(9) = f(g9i)j(9, 0) ™, 


则 给 出 了 函数 
or : SL2(R) 一 C， 


其 在 SL2(Z) 下 左 不 变 , 即 对 于 所 有 7 e SL2(Z) 成 立 
ef(79) = 97(9). 


因此 , 可 看 作 
or : SL2a(Z)\SL2(R) 一 C. 
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并 且 , 如 果 fe Si (SL2(Z)), 则 有 
27 € L? (SL2(Z)\SL2(R)) 
来 补充 一 点 计算 . 在 上 面 的 构成 中 , i = V=I e 及 , 对 于 一 般 的 ze 有 与 g = 
a 


! , < SL2(R), 有 
_ az 十 b 
cz 十 中 
j(g,2) = cz+d. 

对 于 g1, ga e SL2(R) 经 简单 计算 知道 成 立 

(9192)z = 91(922)， 

j(g192, 2) = j(g1, 922)j(g2, z) 
(参看 89.6). 利用 它们 , 对 于 ge SLo(R), Ye SL2(Z) 有 


—k 


E34 


1(79) = f(Y9i)i(Yg, i) 
= f(gi) : j(y,9i)*j(yg,i)* 
= f(gi)i(g,i)™* 
= 91(9). 
另外 , 当 7 e W(SL2(Z)) 时 , 若 简单 地 令 
21(9g) = f(gi), 
则 有 
or : 89Fa(Z)NSLa(R) — C. 
更 一 般 地 , 在 Siegel 自 守 形式 时 (参看 89.7), 璧 如 若 fe Mi(Spn(Z)), 并 令 
pf: Spn(R) 一 C 
为 
928(9) = 7(9i7(9 
则 wy 为 Spn(Z) 左 不 变 , 从 而 有 


Pf : Spn(Z)\Spn(R) 一 C. 


AB 
然而 , 对 于 g = - 四 E Spn(R), 有 


gi=(Ai+B)(Ci+D)-! 
j(g,i) = det(Ci+ D). 
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在 此 , 是 以 Siegel 上 半空 间 的 表示 五 , = Spn(R)/U(n) 为 背景 的 . 
这 样 , 在 一 般 情形 , 当 有 群 组 G 2 T, 而 G 上 的 函数 


2p:G 一 C 


为 工 左 不 变 时 , 便 称 p 为 关于 工 的 自 守 形式 . 
下 面 , 我 们 考虑 局 部 紧 群 G 及 其 离散 子 群 形成 的 组 .这样 的 例子 相当 
出 现在 通常 的 自 守 形式 理论 中 的 


G= SL2(R) 2 SL2(Z) =T 


上 
驯 


以 及 
G = Spn(R) 2 Spn(Z) =T 
等 将 作为 同 余子 群 形成 了 这 样 的 组 , 此 外 对 于 整体 域 K, 设 Ax 为 阿 代 尔 环 (第 
六 章 ), 则 
G= SIa(Ak) 2 SL2(K)=T 


G= Spn(Ak) 2 Spn(K)=T 
G= GLn(Ak) I GLn(K)=T 
等 形成 的 (G,T) 也 是 这 样 的 例子 . 其 他 的 , 对 于 n = 1,2,3,.… 的 加 法 群 组 
G=R" DZn"=T 
好 = 人 Km 一 
等 也 构成 这 种 例子 . 
再 有 , 当 这 样 的 群 组 (G,T) 给 出 后 , G 的 表示 则 可 像 下 面 那样 自然 地 得 到 . 对 于 
一 般 的 we L?(T\G) 与 ge G, 的 右 移 w 按 
yo(z) = Vz9) 
确定 . 于 是 G 在 I2(T\G) 上 以 
R:LT\G) 一 I(T\G) 
山 山 
多 +* 
的 形式 作用 , 从 而 形成 了 群 G 的 表示 
G — Autc(L?(T\G)), 
并 称 之 为 右 正则 表示 (right regular representation)， 称 这 个 表示 的 子 表示 为 自 守 表 


示 (automorphic representation). 
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特别 地 , 设 给 出 了 一 个 自 守 形式 
yp EIT\G). 
此 时 , 设 由 {po1g es G} 张 成 的 L?(T\G) 的 子 空间 为 Ww, G 也 作用 于 V, 并 诱导 了 
表示 
G — Autc(V,). 
这 是 由 自 守 形式 ” 生成 的 自 守 表示 . 

最 基本 的 自 守 表示 是 , 对 于 整体 域 K 的 L?(GLn(K)\GLn(Ax))( 准 确 地 说 是 附 
带 有 关于 GLn(Axk) 的 中 心 变换 条 件 ) 的 子 (不 可 约 ) 表示 r. 此 时 通过 的 张 量 积 
分 解 z= 加 mm (过 天 的 素 点 , mr 为 GLn(K,) 的 表示 ), 构成 了 标准 的 n 次 Euler 
Re 


L(s,7)= [I Zem) = IT aet(l 一 加 to- 
veoo vo0 


其 中 包 s GLn(C) 为 对 角 型 矩阵 ( 半 单 共 轰 类 )， 此 时 Ramanujan 猜想 的 类 比 是 
“ts EU(n) (tu 的 所 有 特征 值 的 绝对 值 为 1)”. 当 n= 1 时 , r 成 为 


GILi(K)\GLi(Ak)= Ck 


的 特征 , L(s,7) 为 在 第 七 章 中 出 现 的 一 次 工 函数 . 另外 , 在 n = 2 的 情形 中 , 壁 如 对 
于 由 Ramanujan 的 A 构成 的 表示 r = rA, 有 


RAC 


其 中 的 平移 并 不 重要 , 而 其 本 质 上 与 原来 的 L 函数 一 致 , 同样 的 还 有 由 Hecke 算 子 
的 共有 特征 函数 给 出 的 情形 . 一 般 地 , L(s, 7) 可 解析 延 拓 为 整个 s 平面 上 的 亚 纯 函 
数 , 并 可 证 明 有 s 1 一 s 这 种 函数 方程 (Godement-Jacquet, 1972 年 ). 

再 者 , 业已 知道 , L(s,7) 在 Re (s) > 1 中 不 具有 零点 (Jacquet-Shalika, 1976 年 ). 
它 推广 了 证 明 素数 定理 (第 七 章 ) 所 必需 的 事实 “在 Re (s) > 1 有 C(s) 关 0". 其 中 ， 
Re (s) = 1 上 不 具有 零点 的 断言 就 像 在 第 九 章 (89.4(b)) 中 给 出 了 在 Cc(s) 情形 的 另 一 
种 证 明 那 样 , 也 可 由 观察 一 个 大 的 群 GLny1(Axk) 的 Eisenstein 级 数 的 “常数 项 ”而 
得 到 证 明 . 

另外 , 还 可 考虑 与 89.3(b) 的 逆 定 理 同样 的 问题 .“ 当 给 出 了 GL,(K,) 的 表示 x 
时 , 7 = @ 7 是 自 守 表示 的 条 件 可 由 n 次 Euler 乘积 


L(s,7) = TIi(s,7,) 


的 性 质 来 阐述 ” 在 一 般 情形 下 , 我 们 知道 “r 成 为 自 守 表示 的 条 件 是 L(s,7) 具有 好 
的 解析 性 质 (解析 延 拓 与 函数 方程 )” 这 种 类 型 的 逆 定 理 . 但 是 现在 是 对 于 GL 的 逆 
定理 , 按照 GLm(m < n 一 1) 的 自 守 表示 w 的 nm 次 扭 的 Euler 积 工 (s,T@w) 必须 
全 都 满足 好 的 解析 性 质 才 行 (Piatetski-Shapiro; n < 3 时 只 要 m = 1 即 可 ). 
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811.2 ”Poisson 求 和 公式 


(a) Poisson 求 和 公式 的 发 端 


Poisson 求 和 公式 (Poisson summation formula) 原本 是 指 对 于 及 上 适当 的 函 
数 f(z) 所 成 立 的 等 式 


(1 3 fm)= 3 fo. 
其 中 ， 
f= fe as 
为 Fourier 变换 (Fourier transform). 等 式 (11.4) 是 由 Fourier 级 数理 论 按 下 面 方法 
推导 出 的 (在 此 只 是 形式 的 处 理 , 不 涉及 收敛 性 问题 ) 首先 考虑 


ni Dn): 


n=—o0 


由 于 有 F(z) = F(z +1) 这 样 的 周期 性 , 故 可 展 成 Fourier 级 数 , 并 记 为 


oo 
Fa) = 》 anezrinr. 


mn 一 一 oo 


1 

an = 认 F(z)e "inedz 
peg 

= J(cje-2rinadz 
-oo 


= fln). 
此 作为 F(z) 的 两 种 表达 式 我 们 得 到 了 等 式 


(11.5) hn a Fem, 
其 中 , 设 z = 0 则 得 到 了 (11.4). 这 样 的 Poisson 求 和 公式 是 计算 某 个 量 的 两 种 方式 
而 后 将 其 相等 得 到 的 . 还 有 , 若 在 (11.5) 中 设 z = a 并 使 用 fo(z) = ja + z), 则 由 
于 到 (y) = Po)ezriey, 故 再 次 得 到 (11.4). 

迄今 所 出 现 的 Lipschitz 公式 (第 九 章 的 (9.14) 式 ) 以 及 3 的 变换 公式 (87.2， 
87.5) 都 是 这 个 Poisson 求 和 公式 的 特殊 情形 . 璧 如 , Lipschitz 公式 , 对 于 Imr > 0 令 


1 
fo 
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从 而 由 ee 
0 (y <0) 
即 得 . 又 令 
f(z) = E+ 
那么 则 得 到 了 Lipschitz 公式 的 非 全 纯 形 式 
= 1 _ Ta DR 


2 rin ~ TR(2s) 


nn: 


对 Te > Imle-#K,_3(2rlmlimr). 


其 中 Ta(9) 一 六 氏 ( 中) 而 K,() 为 变形 Bessel 本 数 (参看 89 入 利用 它 可 以 进行 
实 解析 Eisenstein 级 数 的 Fourier 系数 的 计算 (参看 89.4(a)). 
至 于 9 的 变换 公式 , 对 于 + > 0 只 要 取 


Fo) = em 


即 可 . 于 是 由 
fy) = 坟 e-* 
得 到 了 a 
A 
以 及 Ey a 
2 0 入 e-r 哇 +2rimz。 


(b) 广义 Poisson 求 和 公式 


原本 的 Poisson 求 和 公式 是 相对 于 群 组 R 2 Z 的 . 若 考虑 交换 群 (Abel 群 ) 组 
G 2 了 ( G 为 局 部 紧 的 交换 群 , 为 其 离散 子 群 ) 的 情形 , 则 得 到 广义 的 Poisson 求 
和 公式 : 


(11.6) D0= Df): 


Yer ve 

这 里 的 7 为 G 上 适当 的 函数 , F\G 是 商 群 T\G 的 ( 西 ) 特征 全 体 (形成 交换 群 ), 而 
六 —1 
Fr) = [frae 
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为 Fourier 变换 . 但 由 于 为 交换 群 G 的 离散 子 群 , 从 而 FTN\G 是 个 紧 群 , 以 vol (T\G) 
= 1 使 测度 正规 化 . 
广义 Poisson 求 和 公式 的 证 明 可 以 像 及 > Z 的 情形 一 样 如 下 地 进行 : 令 


F(z) = 3 f(y2), 


er 


五 为 TG 上 的 函数 , 且 可 按 G 的 元 展开 为 Fourier 级 数 , 记 其 为 
F(z)= 》，c(mr(z). 


"eG 
这 里 , 由 于 
一 Ln b 
n=/ Flo) (oar 
= 人 yjar 
G 
= fl(n), 
故 有 


D100)=F)= 5 fn)rle). 


TYET "eG 
那么 只 要 令 z = 1 就 可 以 了 . 
譬如 , 当 G = Rn 2 Zn = 工时 , 将 


FAGC= Zr 


看 为 相同 , 那么 对 于 R* 上 的 函数 f 成 立 等 式 


oo 


SD On em 


mi mn=—00 mi mn=—00 


其 中 的 
fe sn) = ee fam)e net tn do don, 


利用 它 可 以 得 到 由 多 元 二 次 型 构造 的 3 级 数 的 自 守 性 , 以 及 某 类 ¢ (Epstein ¢) 的 函 
数 方程 . 

作为 二 元 (n=2) Poisson 求 和 公式 应 用 的 例子 , 我 们 来 给 出 89.4 中 进行 的 实 解 
析 Eisenstein 级 数 的 解析 延 拓 以 及 函数 方程 (s 1 - s) 的 另 一 个 证 明 (但 不 包括 
Fourier 展开 ). 

首先 , 对 于 Imz > 0 与 +> 0 令 
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On 


按照 二 元 Poisson 求 和 公式 , 成 立 9 的 变换 公式 


6。 全 一 10.()， 


EB(s, z) = C(2s)E(s, 和 


=7 TT(s): 3 > 


加 
dh Imz+nl2s 


特别 地 , 对 于 Re (s) > 1 得 知 


二 1 8 一 荆 

=3 yA (0:(t) — Dt -1dt 

= al pe 

3/ (0:(t) — Dt a+3/ (gz 区 — Dt dt. 
现在 , 由 于 


be 2 人 (Gl }) » ( 相 1)) ts-1gt 
[ (2 号 }) wat (te pt) a 
= 人 人 人) > ee 
= 人 (tb (CED ee 


1 
= 广 (02(t) — 1)t1— gr 


故 有 ee 

B(s,z) = 3/ (gs 的 一 DG + + 可， 
由 此 可 得 到 解析 延 拓 和 函数 方程 再 有 ， 从 这 个 表达 式 可 以 得 知 再 (s,z) 只 在 s = 0,1 
具有 一 阶 极点 , 其 留 数 分 别 为 -3，5. 这 个 结果 在 89.4(a) 中 是 通过 计算 记 (s, z) 的 


Fourier 展开 得 到 的 : 观察 Laureit a 于 是 有 


(在 s =0) Cl2s)y* = 去 二 (全 纯 项 )， 


(在 s =] Gls -Dy = 于-5+( 全 纯 项 ) 
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此 外 , 从 Fourier 展开 来 看 , 似乎 。 = 3 也 是 极点 , 但 考虑 在 。 = 于 处 的 Laurent 展 
开 , 有 


3 
Cl2s)y* = 有 + (全 纯 项 ) 


C2s -TDy- = 3 + (全 纯 项 ) 
所 见 到 的 极点 相互 消去 从 而 在 s = 3 为 全 纯 . 
(c) Poisson 求 和 公式 的 应 用 : 积分 
Poisson 求 和 公式 对 于 整体 域 K 
G=Ak DK=T 
和 加 群 
G= Mn(Ak) > Mn(K)=T 


的 情形 也 成 立 ， 于 是 可 以 得 到 像 87.5 的 命题 7.13(1) 那样 的 9 的 变换 公式 ， 若 使 
用 它 , 则 能 得 到 GL,(Ak) 的 自 守 表示 r 的 工 函数 Z(s,r) 的 积分 表示 , 并 能 够 证 
明 s 1 一 s 这 样 的 函数 方程 (Godement-Jacquet, 1972 年 ). 这 是 在 第 七 章 所 见 到 的 
n 二 1 情形 的 推广 . 再 说 , 在 GL, 情形 使 用 的 〈 积分 为 以 下 形式 : 


ze19)= 
=I]2(s,f,, 8,). 


B(z)f (2)| det zlsdxz 
x) 


其 中 ， 
f :GILn(K)\GLn(Ak)— C 
为 自 守 形 式 , 并 设 更 为 Mn(Ak) 上 适当 的 函数 (相应 于 f 而 决定 )， 此 时 , 若 使 用 
Poisson 求 和 公式 
全 


ESEMn(K) EMn(K) 
(实际 使 用 时 在 两 端 对 & 按 次 数 分 类 ), 则 得 到 了 函数 方程 
2(s,f,®) = 2(n— s,f, $). 


而 
f(g) = f(g-), 
鲁 为 的 “Fourier 变换 ”: 


w= /sw (ey)ar. 
Mn(Ak) 
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这 里 的 多 取 作 Ak/K 的 一 个 非 平凡 特征 . 在 这 个 函数 方程 中 , 若 适 当地 选取 亚 , 则 


2 (s+ 号 2 ) 本 质 上 就 是 (sr), 从 而 得 到 了 GL。 的 自 守 函数 的 函数 方 


811.3 Selberg 迹 公 式 


(a) 从 Poisson 求 和 公式 到 Selberg 迹 公式 


Poisson 求 和 公式 尽管 限定 在 交换 群 组 G 2 T 的 情形 , 然而 还 可 以 推广 到 不 限 
于 交换 的 一 般 群 组 G 2 T, 即 由 Selberg(1952 年 左右 ) 所 发 现 的 Selberg 迹 公式 
(Selberg trace formula). (因此 , Poisson 求 和 公式 是 Selberg 迹 公式 的 一 部 分 , 可 以 由 
Selberg 迹 公式 总 括 起 来 讨论 , 然而 由 于 历史 的 原因 仍然 沿用 Poisson 求 和 公式 的 名 
称 .) 

在 这 里 , 设 G 为 紧 群 并 具有 乏 模 (具有 双边 不 变 Haar 测度 ), T 为 G 的 离散 子 
群 , 从 而 TG 为 紧 . 此 时 , 对 于 G 上 适当 的 函数 f : G 一 C 的 Selberg 迹 公式 为 


(11.7) 并 voiday\Gcy) 人 fe de = 于 mntracetr( 四 ) 


hleConj (T) "eG 


左 端 是 工 的 共 示 类 全 体 (conjugacy classes) Conj (T) 上 的 和 (四 为 包含 7 的 共 生 类 )， 
而 


T={geT|gy=79} 
Gy= {ge Glgy=79} 
为 中 心 化 群 ， 右 端 为 对 G 的 不 可 约 ( 西 ) 表 示 的 等 价 类 全 体 (equivalence classes of 
representations) 人 取 和 , 而 
7(f) :LT\G) 一 L2(T\G) 


是 由 
GO = {Wo ay 
决定 的 算 子 , m(n) 为 将 G 在 2(T\G) 上 的 右 正则 表示 
R:G— Autc(L?*(T\G)) 


分 解 为 不 可 约 表示 
RS Bm)r 


"eG 


时 的 r 的 重 数 (multiplicity) (大 于 或 等 于 零 的 整数 ). 
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下 面 进行 证 明 ， 首 先 , 我 们 回想 起 右 正则 表示 RR 是 说 , 对 于 ye G 以 及 yp e 
LI2(T\G) 有 


(R(y)p)(z) = P(zy). 
现 令 L2(T\G) 上 的 算 子 R(f) 为 
R01) = [fatway 
具体 地 ， 
(R(P)P)(z) =/ f(y)(R(y)p)(z)dy 
G 
= yh f(y)p(zy)dy 
G 
= 3 f(z 1y)p(y)dy 
G 


I G f(z-1yy) pon) ly 


s/s (Er | yy day. 


于 是 当 令 
K(z,y) = Df(z-1yy) 
TET 
( 称 之 为 核 函 数 (kernel function)) 时 , 便 有 
Cola= 人 .Keoetw 
并 由 积分 算 子 的 理论 得 到 


Tr (RF)) = 六 天 (aaja 


= 人 上 G se) dz 


TET 


= es Wh Bf) dr 
nG 


MeConj (Tr) aery\F 
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= | 3 eee) dz 


leconj (rT) aeFvNT 
可 flu- lyuadu 
we be 
= vol (Ty\G,) f(z-1lyz)dz. 
5 CD pe hs 
另 一 方面 , 由 于 有 
RS Dm, 
ne@ 
故 
Rh)s Bm rf). 
eG 
于 是 有 


Tr (RF) = BD m(mT (rf)). 
eG 
那么 将 这 两 种 方法 得 到 的 TY (R(7)) 的 表达 式 相等 便 证 明了 (在 T\G 为 紧 时 的 ) 
Selberg 迹 公式 . 
例如 , 当 G 为 交换 群 时 , \G 为 紧 , 且 有 正规 化 vol (T\G) = 1, 则 有 Selberg 迹 


公式 
Bf)= mh 


7er "emo 


于 是 由 


nt Pe i fF/ —l 

人) 六 Jo)rtjay = Fr 

(交换 r 与 7-!), 最 后 便 归结 到 Poisson 求 和 公式 
21m0= > feo. 
7er "rere 


还 有 , 当 TNG 不 是 紧 的 时 , 出 现 了 RR 的 不 可 约 分 解 并 非 离 散 和 等 等 问题 , 然而 
就 数论 的 G DT 等 而 言 这 些 困难 可 由 Eisenstein 的 一 般 性 理论 (Selberg, Langlands) 
等 加 以 处 理 , 并 得 到 了 Selberg 迹 公式 (比较 起 TNG 为 紧 的 情形 来 , 在 右 端 添加 了 补 
充 项 ). 

(b) Selberg 迹 公 式 的 第 一 个 应 用 : Hecke 算 子 的 迹 公式 


Selberg(1952 年 左右 ) 将 Selberg 迹 公式 用 到 了 G = SL2(R) 2 SL2(Z) = (或 
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者 G= 5SL2(A) 2 SL2(Q) = D), 推导 出 了 如 下 的 Hecke 算 子 的 迹 公式 : 
Tr(T(n) | Sk(SL2(2))) 
= ne "中 一 夏 - 习作 -+ 和 6(vRn 
0gm<2Vn din 


av 页 


这 里 的 记号 与 811.1 相同 . (Eichler(1956 年 ) 给 出 了 此 公式 的 另 一 个 代数 几何 式 的 证 
明 .) 例如 , 当 大 = 12 时 则 成 了 公式 


TO = Tr (T(n) | 512(SL2(2))), 


又 由 于 在 k< 10 以 及 k=14 有 Sk(SL2(Z)) = {0}, 故 


Tr (T(n)| Si(SL2(2Z))) = 0， 


因此 Selberg 公式 给 出 了 类 数 关系 式 (class number relations). 进一步 容易 看 出 (k > 4 
为 偶数 ) 


咎 (k 针 2 mod 12) 
Tr (T(1) | Sk(SL2(2))) = dim Sk(SL2(Z)) = 区 
的 —1 (k=2 mod 12). 
Hecke 算 子 的 迹 公 式 可 使 用 于 
(A) ”证明 对 于 自 守 形式 f 与 代数 筷 X 的 L(s, f) = Z(s,X) ( 右 端 为 Hasse C)， 
(B) 证 明 对 于 自 守 形式 及, 户 有 L(s, 有 i) = LL(s, 户 )， 
等 等 对 应 于 Ramanujan A 的 Ramanujan 猜想 , 可 以 按 (A) 那样 做 , 证 明 从 LL(s, A) 
的 情形 出 发 将 其 转换 成 Hasse 的 性 质 (Weil 猜想 ) 从 而 得 到 解决 . 
(c) Selberg 迹 公 式 的 第 二 个 应 用 : Selberg ( 


考虑 工 为 亏 格 g > 2 的 紧 Riemann 面 的 基本 群 的 情形 . 此 时 有 
M=T\H=T\SL2(R)/SO(2), 


并 且 
G= Sra(R) I Nn(M)=T 
满足 (a) 小 节 所 说 的 条 件 ( 即 TI\G 为 紧 ), 从 而 Selberg 迹 公式 成 立 . 
Selberg 定义 了 的 Selberg ( 为 


erry)= I -Nw 


PEPrim (T) 
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其 中 , Prim (T) 是 了 的 素 共 斩 类 中 所 有 素 的 那些 (不 会 变 成 其 他 共 生 类 的 2 次 及 以 上 
的 寡 ) 的 全 体 , N(p) > 1 取 为 p 的 特征 值 的 绝对 值 的 2 次 宕 较 大 的 那个 . Selberg(1952 
年 左右 ) 利用 Selberg 迹 公式 证 明了 如 下 的 结果 : 

(1) Eeee(s) 是 可 延 拓 为 整个 s 平面 的 亚 纯 函数 . 

(2) 具有 函数 等 式 


CSeiberg(5)CSelberg( 一 3) = (2sin rs)4-49. 


(3) Eeee(s) 的 零点 、 极 点 的 位 置 与 阶 可 由 全 纯 自 守 形式 Sk(T) 的 维 数 (平凡 
的 零点 、 极 点 ) 以 及 实 解析 自 守 形式 W?(T) 的 维 数 (本 质 性 的 零点 、 极 点 ) 决定 . 这 
是 按照 Laplace 算 子 的 特征 值 对 零点 、 极 点 的 解释 , 另外 也 得 出 了 Cgeibeg(s) 的 行列 
式 表示 (参照 89.5(c)) . 

(4) GEepes(s) 满足 类 似 的 Riemann 猜想 ( 虚 的 零点 与 极点 全 在 Re (s) = 二 党 


上 ). 
(5) Geebes(s) 在 Re (s) > 1 上 除去 在 s = 1 的 一 阶 极点 外 , 全 纯 没有 零点 , 由 此 
事实 知 成 立 “ 素 共 辆 类 定理 "( 素 数 定理 的 类 比 ) 


mrs) = #{pe Prim(T)| NOD) < o} ~ 2 


这 样 的 结果 就 连 = SL2(Z) 等 也 已 得 证 . 譬如 , 在 = SL2(Z) 时 的 “ 素 共 簿 

定理 ”为 
Tsra(z(z) = Nd) ~ 
c(aJasa 

从 而 解决 了 一 个 经 典 问题 , 即 关于 判别 式 d > 0 的 不 定 二 元 二 次 型 (或 者 实 二 次 域 
的 整数 环 的 子 环 ) 的 单位 数 e(d) > 1 与 类 数 h(d) 的 分 布 问题 . 

Selberg 5 可 以 进行 各 种 各 样 的 推广 . 数论 的 < 与 Selberg 类 型 的 〈 之 间 的 关联 
因而 也 是 一 个 研究 课题 . 


2 
logz’ 


811.4 ”Langlands 猜想 


所 谓 的 Langlands 猜想 (Langlands conjecture) 简单 地 说 就 是 “所 有 n 次 好 的 
Buler 积 全 都 是 GL。 的 自 守 工 函数 ” 这样 的 猜想 , 这 是 由 Langlands 在 20 世 纪 60 年 
代 末 提出 来 的 . 这 里 所 说 “好 的 ” 指 的 是 , 它 是 可 以 解析 延 拓 为 整个 s 平面 上 的 亚 纯 
函数 并 具有 s 二 a - s 这 种 类 型 的 函数 方程 ( 若 正规 化 , 则 设 a = 1 即 可 ). 这 样 的 
Euler 积 大 体 上 可 分 为 两 类 情形 来 考虑 . 

(A) 由 Galois 表示 产生 的 Euler 积 . 

(B) 由 自 守 表示 所 产生 的 Euler 积 . 
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首先 对 于 (A) 我 们 设 K 为 整体 域 , 这 时 对 于 所 谓 的 n 维 连续 表示 
p:Gal(K/K)— GLn(C) 
(或 者 p: Gal(K/K) 一 GLn(Q@)), 
构造 如 下 的 n 次 Euler 积 
L(s,p) = [J det(1 — o(Frobv) No)-?) 一 
vo 
(o 遍历 K 的 所 有 有 限 素 点 但 忽略 掉 有 限 个 “ 坏 素 点 "). 它 被 称 为 Artin 类 型 的 工 
函数 . 这 时 的 Langlands 猜想 是 指 “ 存 在 GLn(Ak) 的 自 守 表示 x, 使 得 L(s,p) = 


Z(s,T) 成 立 ” 这 样 的 猜想 . 当 n = 1 时 , 我 们 已 知 利用 类 域 论 (第 八 章 定理 8.4) 的 基 
本 映射 Ck 一 Gal(K/K)” 可 以 构造 出 GL1(Ak) 的 自 守 表 示 r 


A:Ck 一 Gal(R/K)® 2 C*, 


使 得 成 立 L(s, p) = L(s,7). 这 意味 着 当 n > 2 时 , 可 以 称 其 为 非 交 换 类 域 论 猜想 . 


容易 理解 的 方面 Galois 方面 
n 次 自 守 表示 Gal(K/K) 的 n 维 表示 
自 守 形式 


这 里 , 当 n > 2 时 , 对 天 为 正 特征 才 可 能 (而 ”= 2 则 完全 能 ) 做 到 , 然而 当 
五 为 数 域 时 就 不 怎么 了 解 了 . 在 数 域 的 情形 , 当 p : Gal(K/K) 一 GLn(C) 时 , 其 像 
Imop 在 下 面条 件 下 的 结果 : 

n == 2: 如 果 Imp 为 可 解 群 , 则 r 存在 (Langlands-Tunnell, 1981 年 )， 

n 之 3: 如 果 Imp 为 寡 零 群 , 则 r 存在 (Arthur-Clozel, 1989 年 ). 
它们 每 个 的 证 明 中 Selberg 迹 公式 都 起 了 本 质 性 的 重要 作用 . 像 将 在 第 十 二 章 叙 述 
n = 2 的 Langlands-Tunnell 的 结果 时 所 表明 的 那样 , 它 给 出 了 Wiles (1995 年 ) 对 
Fermat 猜想 证 明 的 关键 . 

至 于 (B), 诸如 在 89.1(e) 出 现 的 L(s, Sym™A) 这 个 n= m+ 十 1 次 Euler 积 , 以 
及 在 89.7(b) 出 现 的 对 于 m 次 Siegel 自 守 形式 f 的 L(s, f) 这 个 n= 2™ 次 的 Euler 
积 都 是 这 种 例子 . 在 这 些 情形 中 都 存在 有 GLn(A) 的 自 守 表示 r, 并 猜想 这 些 Euler 
积 会 与 L(s,7) 一 致 . (作为 应 用 的 例子 , 我 们 可 得 到 , 如 果 对 于 m = 1,2,3,… 存在 
GLm+1(A) 的 自 守 表示 rm 使 得 L(s, Sym™A) = Z(s,rm), 则 Sato-Tate 猜想 成 立 .) 

得 到 解决 的 第 一 个 非 平凡 的 情形 是 对 于 L(s, Sym? 人 A) 构造 了 GLs(A) 的 自 守 表 
示 mo, 并 对 于 = 4 的 情形 L(s, Sym3A) 以 及 2 次 的 Siegel 自 守 形式 的 5(s, f) 进 
行 了 完整 的 证 明 , 这 是 花 了 十 来 年 才 完 成 的 课题 . 

对 一 般 的 情形 请 参看 在 本 书 末 的 参考 文献 中 [12] Bump 的 书 以 及 [13] Bailey 
-Knapp 编纂 的 报告 集 (都 是 1997 年 刊 ). 
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Langlands 猜想 的 证 明 方针 在 此 可 表述 如 下 . 首先 , 不 管 是 在 (A), (B) 哪 一 个 情 
形 , 从 已 给 的 ” 次 Euler 积 是 能 够 构造 CTn(Ar) 的 表示 7 = 四 mm (假定 已 解决 了 
局 部 Langlands 猜想 即 可 ), 而 问题 在 于 x 如 何 成 为 自 守 表 示 , 这 时 , 人 们 摸索 出 诸如 

(1) 考察 L(s,7) 的 解析 性 质 并 使 用 逆 定 理 ， 

(2) 寻找 自 守 表 示 mr 并 根据 Selberg 迹 公式 (与 Hecke 算 子 的 迹 公式 比较 ; 参看 
§11.3(b). 在 那里 的 分 类 (A),(B) 对 应 于 这 里 的 (A),(B)) 证 明 r ~ x', 等 等 各 种 各 样 的 
方法 . 


小 结 


11.1 可 以 统一 地 将 自 守 形式 考虑 为 群 上 的 函数 . 相伴 于 它 而 出 现 的 群 的 表示 
是 自 守 表 示 . 对 于 自 守 表示 也 有 ¢ 的 理论 . 

11.2 研究 自 守 表示 之 际 ,Selberg 迹 公式 起 着 积极 的 作用 ，Selberg 迹 公式 是 
Poisson 求 和 公式 到 包含 非 交 换 群 情形 的 推广 , 它 导出 了 Selberg 5 及 Hecke 算 子 的 
迹 公式 等 等 . 

11.3 根据 Langlands 猜想 , 期 待 有 数论 的 〈 与 GL,, 自 守 表示 的 c 的 统一 . 根 
据 其 部 分 结果 证 明了 Fermat 猜想 . Langlands 猜想 是 类 域 论 的 推广 , 也 称 其 为 非 交 
换 类 域 论 猜 想 . 
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本 章 讲述 的 是 椭圆 曲线 的 算术 ， 在 812.1, 我 们 将 解说 谷山 (Taniyama)- 志 村 
(Shimura)-Weil 关于 椭圆 曲线 算术 的 猜想 的 含义 是 什么 . 在 812.2 则 将 极其 粗略 地 
叙述 Wiles 对 Fermat 猜想 的 证 明 思想 . 由 于 篇 幅 的 原因 , 以 及 本 书 水 准 的 限定 , 本 
章 的 几乎 所 有 的 定理 都 没有 给 出 证 明 . 希望 有 兴趣 的 读者 能 进一步 走 到 卷 末 的 参考 
文献 所 列举 的 书 中 去 . 


812.1 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 


(a) 有 限 域 上 的 有 理 点 
在 此 我 们 首先 考虑 具有 有 理 系 数 的 三 次 式 . 譬如 就 取 
P=-z 


吧 . 对 于 这 个 不 定 方程 的 整数 解 、 有 理解 以 前 已 讲 过 了 . 现在 想 要 考虑 的 是 比 这 些 
更 简单 的 问题 , 即 当 对 此 方程 按 素数 ! 取 mod ! 时 , 对 每 个 ! 数 出 它 在 了 = Z/! 中 
解 的 个 数 . (这 里 之 所 以 说 是 简单 的 , 其 理由 在 于 , 如 果 给 出 具体 的 素数 , 则 原则 上 其 
求解 经 有 限 次 计算 便 能 结束 .) 
我 们 来 进行 实际 地 求解 . 

Fa=2Z/2 (0,0), (1,0) 

Fs=2Z/3 (0,0), (1,0), (2,0) 

Fs=2Z/5 (0,0), (1,0), (2,1), (2,4), (3,2), (3,3), (4,0) 

Fr=2Z/7 (0,0), (1,0), (4,2), (4,5), (5,1), (5,6), (6,0) 
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以 下 仅 就 解 的 个 数列 表 看 看 .( 表 12.1) 


表 12.1 
素数 2357113I17 19223137 4 4 47 5 5 6 67 
解 的 个 数 2 3 7 7 11 7 15 19 23 39 31 39 31 43 47 39 59 71 67 


按 Fermat 还 有 Gauss 的 打算 , 想 要 寻找 出 这 种 解 的 个 数 的 规律 . 
问题 1 证 明 除 1 = 2 外 , 解 的 个 数 为 除 以 4 余 3 的 数 . 
实际 上 成 立 以 下 定理 . 
定理 12.1 (Gauss) . 设 1 为 奇 素数 . 
(1) 当 1=3 (mod 4) 时 , 上 述 方程 弛 二 x3 一 z 在 中 解 的 个 数 为 1 个. 
(2) 当 1=1 (mod 4) 时 , 如 同 在 命题 0.2 中 所 说 , 可 写 1 为 
l=a?+b?, a,beZ. 
在 此 设 a 为 奇数 , b 为 偶数 , 且 进一步 选取 a 的 符号 使 得 
当 0=0 (mod 4) 时 ,a=1 (mod 4) 
当 0 三 2 (mod 4) 时 , a 三 3 (mod 4). 
这 时 , 上 述 方程 J 二 23 一 Zz 在 Fl 中 解 的 个 数 为 1 一 2a. 口 
我 们 在 这 里 想 要 讲 的 是 , 对 于 解 的 个 数 像 在 这 里 那样 还 是 有 规律 可 寻 的 .即便 
在 每 个 素数 上 解 的 个 数 是 零乱 的 , 但 还 应 该 是 分 别 可 求 的 . 虽说 如 此 , 也 还 是 存在 如 


此 美妙 的 定理 . 那么 如 此 的 理由 是 什么 呢 ? 更 一 般 的 情形 还 成 立 吗 ? 
现在 稍稍 考虑 有 一 点 不 同 的 形式 


V+Yy= z3 一 z2. 
与 前 面 一 样 地 , 来 进行 解 的 计算 , 得 到 
了 2 = 2Z/2 (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) 
Fs = Z/3 (0, 0), (0, 2), (1, 0), (1, 2) 
Fs = Z/5 (0, 0), (0, 4), (1, 0), (1, 4) 
Fr7 = 2/7 (0, 0), (0, 6), (1, 0), (1, 6), (4, 2), (4, 4), (5, 1), (5, 5), (6, 3) 
定理 12.2 (Eichler) 对 于 正 整数 > 0, 设 an 是 因 级 数 


oo oo 
oT- -0 =-2g -g++2g+g + 2g — 297 +. = Dang" 
n=1 n=1 


展开 的 系数 所 决定 的 整数 . 于 是 , 对 于 1 天 11, 上 述 方程 这 + y 二 z3 一 z2 在 也 i 中 解 
的 个 数 为 1 一 a. 口 
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我 们 注意 到 (89.1(d)), 上 面 这 个 宕 级 数 是 权 为 2 的 11 级 自 守 形式 . 还 有 , 当 写 


更 
gq Ta-e — gm")2(1— Sa 
n=1 


n=1 


时 , 可 以 证 明 y= z3 一 z 在 Fl 中 的 解 的 个 数 为 1 一 b. 
(b) 按 mod 1 约 化 


在 此 , 我 们 将 上 面 这 类 的 方程 考虑 为 椭圆 曲线 的 方程 , 那么 , 按照 对 其 系数 取 
mod 1, 便 可 系统 地 考虑 F, 上 的 曲线 了 . 

当 按照 mod 1 对 系数 的 约 化 (reduction) 得 到 了 F, 上 的 椭圆 曲线 ( 即 变 为 在 Fl 
上 的 y= f(z), 其 中 f(z) 无 重 根 ) 时 , 则 称 在 1 具 好 约 化 (good reduction), 如 果 不 
是 这 样 则 称 为 在 ! 具 坏 约 化 (bad reduction). 例如 , 对 于 妇 = za -z, 有 zs-z= 
Z(Z 一 1)(z 十 1), 那么 如 果 1 关 2, 则 在 F, 中 0, 十 1 互 不 相同 , 故 在 奇 素数 具有 好 约 化 . 
然而 , 上 述 定义 并 不 那么 精确 , 我 们 现在 来 好 好 地 叙述 它 . 

在 第 一 章 中 , 我 们 称 方程 


=ar3+br+crt+d (a,b,c,de Q) 
4 天 0， 右 端 无 重 根 ， 


所 代表 的 曲线 为 定义 在 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 (参看 1.1(b))， 在 这 里 由 于 我 们 所 
考虑 的 是 按 mod ! 对 系数 的 约 化 , 所 以 必须 再 稍 许 精 细 地 考虑 一 下 . 譬如 , 对 y? = 
27z3 一 3z 作 以 z 代替 3z 的 变换 , 则 变 为 y = z3 - z. 就 是 说 两 者 在 Q 上 是 同 构 
的 , 然而 按 其 原样 对 前 者 取 mod 3 ( 即 对 系数 取 mod 3) 则 有 y? = 0, 这 不 是 Fs 上 
的 椭圆 曲线 . 即便 在 同一 条 椭圆 曲线 上 , 按照 方程 的 取 法 不 同 则 mod 1 约 化 的 情形 
也 不 同 , 这 是 使 我 们 感到 困惑 的 情形 , 为 此 作 如 下 考虑 . 

首先 , 一 般 的 整 系数 椭圆 曲线 媚 是 指 由 三 次 式 


(12.1) BE:y +ary+ay = 7 十 aa72 十 a4z 十 a6， a1,... ,a6 EZ 


给 出 的 曲线 , 并 满足 下 面 的 条 件 (12.2). 令 


bo = a? + 4a2 
ba = 2a4 十 alas 


= a34ae, 
作 在 Q 上 将 换 做 3(y -az as) 的 替换 , 于 是 以 上 方程 变 为 


= 4z3 + bor? + 2bar + be. 
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现 令 bs = aioe + 4aza6 一 alasa4 + az 一 a3, 并 定义 
A = 一 好 bs — 8b3 — 27b8 + 9b2babe, 
且 称 其 为 的 判别 式 . 当 
(12.2) Az0 


时 , 则 称 (12.1) 所 给 出 的 曲线 妃 为 整 系数 椭圆 曲线 . 

现在 , 取 有 理 数 um steQ(v 夫 0), 以 wzz+r 替换 z, uay + su2z +t 替换 y, 
便 得 到 了 新 的 (12.1) 型 的 方程 . (可 以 证 明 Q 上 同 构 的 椭圆 曲线 可 用 此 形变 变 为 村 
同 .) 新 得 到 的 方程 可 设 为 是 整 系数 的 . 在 这 样 变 形 所 得 到 的 整 系数 的 椭圆 曲线 之 中 
其 判别 式 绝对 值 最 小 的 那个 为 极 小 Weierstrass 模型 (minimal Weierstrass model). 

例如 , y? = z3 一 z 与 好 +3y= z3 一 z2 有 共同 的 极 小 Weierstrass 模型 (它们 的 
判别 式 分 别 是 32, -11). 

那么 , 设 巨 为 定义 在 Q 上 的 椭圆 曲线 . 按照 上 述 的 变形 , 将 已 变 为 极 小 Weier- 
strass 模型 , 并 计算 出 b; 和 A. 当 素 数 ! 不 除 尽 A 时 , 称 巨 在 ! 具 好 约 化 . 倘 非 如 
此 , 则 称 互 在 ! 具 坏 约 化 . 当 互 在 ! 为 好 约 化 时 , (12.1) 的 方程 在 其 系数 mod 1 后 
变 成 F, 上 的 椭圆 曲线 . 具 坏 约 化 的 素数 只 有 有 限 个 , 这 是 因为 这 种 素数 要 除 尽 A. 

设 已 在 ! 具 坏 约 化 ， 当 素数 1 不 除 尽 如 一 24bs 时 , 称 在 1 具 乘 法 约 化 
(multiplicative reduction). 当 1 除 尽 她 一 24b 时 , 则 称 互 在 1 具 加 法 约 化 (additive 
reduction). 好 约 化 和 乘法 约 化 合并 在 一 起 被 称 为 半 稳定 约 化 (semi-stable reduction). 
怠 在 所 有 素数 均 具 半 稳定 约 化 ( 即 具 好 约 化 与 乘法 约 化 ) 时 , 则 称 态 是 一 条 半 稳 定 
椭圆 曲线 (semi-stable elliptic curve). 

当 瑟 在 ! 具 乘 法 约 化 时 , mod 1 有 奇 点 ( 即 当 令 f= 妨 十 alzy 十 a3y 一 z3 一 
oam2 -aiz 一 o6 时 , 时 mod 与 到 mod 1 具有 公共 的 零点 ). 让 我 们 在 机 上 考虑 
已 的 方程 , 并 形式 地 考虑 切线 之 类 的 对 象 . 当 在 这 个 奇 点 的 切线 的 斜率 都 属于 F， 时 ， 
称 其 为 分 裂 乘法 约 化 (split multiplicative reduction), 其 他 情形 则 称 之 为 非 分 裂 乘 法 
约 化 (nonsplit multiplicative reduction). 

例如 , y? = z3 一 z 在 1= 2 具 加 法 约 化 ， 在 除 此 之 外 的 素数 均 具 好 约 化 . y? 十 y = 

一 z2 在 11 以 外 为 好 约 化 , 而 在 ! = 11 具 分 裂 乘 法 约 化 . 


(c) n 等 分 点 与 Galois 群 的 作用 


设 已 为 定义 在 Q 上 的 椭圆 曲线 . 对 于 椭圆 曲线 实数 解 全 体 构成 的 图 像 已 在 第 
一 章 描述 过 了 , 而 其 复数 解 全 体 构成 图 像 (准确 地 说 这 是 个 Riemann 面 ) 形成 一 个 
环 面 (具有 一 个 空洞 的 环 面 ). 这 时 , 上 述 方程 在 复数 域 上 可 变形 为 


Y= 473 — goz — gs, 


从 而 成 立 以 下 定理 . 
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定理 12.3 对 于 椭圆 曲线 轧 :y? = 423 一 g27 一 ga, 存在 及 上 线性 独立 的 复数 
wi, ws 满足 以 下 条 件 . 
全 
g2=60 
(mn)#(0,0) 
其 中 (m,n) 遍历 除去 (0,0) 以 外 的 所 有 整数 组 . 
(ij 进一步 , 令 


1 有 
一 一 一 一 人， 0 一 140 >》 一 一 一 一 5， 
(mwl + nw2) (mito.0) (mwl + nw2) 


1 1 . 
ea- 二 + 导 ( ) 
22 nm (z 一 nl 一 ma2)2 mwl+tnw2)? 


并 令 工 = Ziwi + Zooz, 则 有 和 群 的 同 构 映 射 
C/LS E(C) 


zm (9(2), 9 (2)). 
这 里 的 BE(C) 是 已 的 所 有 C 有理 点 全 体 构成 的 Abel 群 (参看 81.2(a)). 口 
从 拓扑 上 说 , C/L 与 环 面 同 胚 . 设 n > 0 为 正 整数 时 , 在 群 C/Z 中 被 n 倍 消去 
的 所 有 元 全 体 Eln] = {z e C/L|nz = 0} 同 构 于 Z/n@ Z/m: 


Eln]={zeC/L|Inz=0} ~>Z/ne@Z/n. 


另外 , 设 P= (z,y) e E(C), nP = 0 则 可 以 证 明 P 的 坐标 z,y 都 在 Q 上 是 代 
数 的 . 
以 页 表示 有 理 数 域 Q 的 代数 闭 包 , 记 其 Galois 群 为 Go = Gal(@/Q). 对 于 上 
面 那样 的 P = (z,y) 定义 Galois 群 的 元 ce Go 的 作用 为 rc(P) = (c(z),c(g)). 对 应 
于 上 面 的 同 构 存 在 基底 e1, ez, 使 得 对 Pe EIn] 的 P 可 表示 为 


P=aelt+be,, a,beZ/n. 
如 果 nP = 0, 那么 由 于 nc(P) = o(nP) = 0, 故 o(P) 也 属于 五 m]. 于 是 如 果 令 
ol(e1) = ael + ce2, o(e2) = bel + de2, 


那么 o 在 n 倍 消去 的 点 上 的 作用 则 可 用 矩阵 
C ” € GL2(Z/n) 


表 出 . 这 样 一 来 便 定义 了 群 的 同 态 映 射 


Go — GL2(Z/n) 
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人 
| 
我 们 把 以 上 所 说 集中 成 定理 12.4 (1). 而 上 面 的 同 态 映射 则 满足 性 质 (2). 
定理 12.4 
(有 ) 设 马 为 定义 在 Q@ 上 的 椭圆 曲线 , In] 为 已 (C) 中 所 有 n 倍 消去 的 元 构成 的 
子 群 . 此 时 ,作为 Abel 群 的 巨 In] 同 构 于 也 /mn @Z/n. EIn] 中 元 的 坐标 在 Q@ 上 是 代 
数 的 , 因而 Go = Gal( 硬 /Q) 可 作用 其 上 . 按照 这 个 作用 定义 了 同 态 映射 


piln] : Go = GLa(Z/n). 


(2) 设 Kn/Q 为 上 面 的 同 态 映射 的 核 Kerpgtn] 所 对 应 的 扩 域 . 这 就 是 说 , 设 有 
Gal(Kn/Q) = Kerpgln]. 设 1 为 素数 , 且 万 在 1 具 好 约 化 ,另外 1 还 与 n 互 素 . 此 时 ， 
1 在 Kn/Q@ 中 非 分 歧 . 口 


(d) Tate 模 


设 忆 如 上 ,p 为 素数 . 对 于 正 整数 n, 考虑 pr 等 分 点 Elp"], 并 称 其 关于 p 倍 映 
射 p: Ep"+1] 一 Elp"] 的 逆 极限 


Tp(E) = lim Elp"] 
为 Tate 模 (Tate module). T,[E] 为 秩 2 的 自由 Zp 模 . Galois 群 Go 作用 于 她 [本 
上 . 设 ee 为 Tp[E] 作为 Zr 模 的 基底 , 并 设 
clel) = ael + cez， ol(e2)= bel+ dez, 


则 定义 


c 


olo) = - € GL2(Z;), 
从 而 得 到 了 连续 映射 
pp : Go — GL2(Z;). 


这 个 同 态 映 射 也 可 以 作为 作用 于 Elp"] 上 的 pppsj : Go GL2(Z/p") 的 北极 限 来 
把 握 . 
此 时 , 有 限 域 上 的 方程 解 的 个 数 与 这 个 Galois 群 的 作用 之 间 成 立 以 下 关系 . 


定理 12.5 设 Kpw/Q 为 对 应 于 上 面 的 同 态 映射 


pp : GQ — GL2(Z») 


812.1 ”有理数 域 上 的 椭圆 曲线 “463. 


的 核 Kerpp 的 扩 域 . 也 就 是 说 , 设 Gal (@/Kp~) = Kerpp. 设 1 为 素数 , 且 马 在 1 具 
好 约 化 , 又 设 1 关 p. 则 此 时 1 在 Kpw/Q@ 非 分 歧 , 若 设 Frobi 为 在 1 的 Frobenius 共 
二 类 , 则 成 立 

det(pp(Frobi)) = 


(因此 , det(pp) 与 分 圆 特征 k (810.1(e)) 一 致 ). 另外 , 若 令 
Tr (pp(Frobi)) = an 


则 ai 为 整数 , 且 成 立 
#E(F) =1+1—a. 


这 里 的 (Fi) 为 马 的 全 体 Fl 有 理 点 ( 即 方程 在 Fl 中 的 解 与 原点 形成 的 群 )， 
# 刀 (Fi) 为 “方程 解 的 个 数 " 十 1. 

如 此 一 来 , 方程 解 的 个 数 可 以 从 Galois 群 的 作用 得 到 , 这 是 个 使 人 惊讶 的 事 . 
有 , 上 面 的 定理 还 说 明 以 上 的 Tr (pp(Frobi)) ( 即 ai) 不 依赖 于 p. 因此 , 就 椭圆 曲线 
已 而 言 , 知道 存在 着 具有 非常 重要 意义 的 数列 (at):( 这 里 的 1 遍历 所 有 具 好 约 化 的 素 
数 ). 

(e) 椭圆 曲线 的 < 函数 及 工 函数 

关于 Z 上 有 限 生 成 环 的 Hasse ¢ 函数 已 在 87.4 中 讲 过 . 对 于 Z 上 的 有 限 型 概 
形 (scheme) 也 可 以 同样 地 定义 Hasse ¢ 函数 . 

对 于 Q 上 的 椭圆 曲线 E, 在 Z 上 取 的 一 个 适当 的 模型 , 则 可 定义 Hasse ¢ 函数 
如 下 . 


1 一 atl-* 十 11-2。 和 
cs)= 工 Ga II En 
4 好 约 化 4 分 裂 乘 约 化 
1 十 盖 * 1 


II 一 11 一 5 a J 一 11 一 2 一 1 一 3 
4 分 杉 条 约 化 (1 人) 加 的 化 一 (一 


在 这 里 ， 上面 的 第 一 个 积 遍历 所 有 具 好 约 化 的 素数 , 第 二 、 第 三 、 第 四 个 积分 别 遍 
历 分 裂 乘 约 化 的 、 非 分 裂 乘 约 化 的 、 加 法 约 化 的 素数 ， 第 一 个 积 中 的 a 为 al = 
1+1 一 #B(Fi). 由 于 具 坏 约 化 的 素数 只 有 有 限 个 , 故 主要 的 项 是 第 一 个 积 . 请 注意 ， 
在 马 的 4 函数 这 样 的 重要 函数 中 , 再 一 次 出 现 了 (a1) 这 个 数列 . 

如 的 工 函数 的 定义 如 下 . 


1 
L(B,s) = I 了 61 二 Tw x 具 坏 约 化 的 素数 的 贡献] 


关 


候 坏 约 化 的 素数 的 责 献 = ”II 天， 
4 分 裂 乘 约 化 1 非 分 裂 乘 约 化 
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由 上 面 可 知 有 

Cp(s) = Cz(s)bz(s — 1)L(E, s)™. 
此 处 的 Cz(s) 为 Riemann ¢ 函数 . 将 L(E, s) 考虑 为 Cp(s) 的 主要 部 分 就 可 以 了 . 我 
们 已 知 L(E,s) 在 Re (s) > 3/2 中 绝对 收敛 . 有 猜想 说 L(B,s) 可 全 纯 地 解析 延 拓 到 
全 平面 C, 此 后 将 陈述 的 Wiles 定理 解决 了 在 半 稳 定 的 情形 , 之 后 Wiles 的 方法 得 到 
了 进一步 发 展 从 而 现在 已 完全 得 到 解决 . 

对 于 椭圆 曲线 EE 而 言 , L 函数 L(E,s) 是 非常 重要 的 函数 ， 譬如 有 Birch- 
Swinnerton-Dyer 猜想 这 样 有 名 的 未 解决 问题 . 在 此 我 们 不 打算 给 予 完整 的 叙述 ， 
但 叙述 其 中 关于 Mordell-Weil 群 B(Q) 作为 Abel 群 的 秩 (rank) 的 猜想 . Birch 和 
Swinnerton-Dyer 猜测 成 立 


Orders=1L(E, s) = rankE(Q). 


也 就 是 说 , Mordell-Weil 群 的 秩 这 个 在 数论 上 非常 重要 的 量 可 以 通过 函数 的 信息 
得 到 了 解 . 关于 这 个 猜想 , 在 左 端 为 0 或 1 时 , 由 于 最 近 的 惊人 进步 , 已 能 够 相当 了 
解 了 , 而 在 左 端 大 于 等 于 2 时 , 则 完全 没有 解决 . 

还 有 , 当 K 为 数 域 时 , 我 们 回忆 关于 Cx(s) 在 s = 0 的 阶 有 

orders=ocK(s) =71+72—1 
二 rankO%% (OX 为 K 的 单位 群 ) 

(参看 定理 7.10). Birch-Swinnerton-Dyer 猜想 是 它 的 一 个 类 比 . 

现在 把 说 过 的 东西 小 结 一 下 . 对 于 定义 在 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 玉 , 以 C 表示 
有 具有 好 约 化 的 素数 全 体 的 集合 . 这 时 , 可 定义 整数 数列 (a)iec, 这 些 数 w 出 现在 一 
些 非常 重要 的 场合 . 

() 设 Fi 是 1 个 元 构成 的 有 限 域 , 则 关于 F, 有 理 点 的 个 数 成 立 


az =1+1—#E(F) 


(将 此 想 成 是 az 的 定义 也 行 ). 
(2) 根 据 Galois 群 Go 在 Tate 模 T(E) 上 的 作用 , 可 定义 连续 同 态 映射 


Pp: GQ = GL2(Zp), 


如 果 有 1 p, 则 成 立 
a = Tr (pp(Frob)). 
(3) (aniec 出 现在 的 ¢ 函数 以 及 工 函数 的 Euler 积 之 中 . 
(f) 模 椭圆 曲线 


为 了 研究 椭圆 曲线 的 算术 , 了 解 (ai)iec 这 个 数列 是 极其 重要 的 , 这 一 点 我 们 在 
前 小 节 为 止 已 经 讲 到 了 . 但 感到 吃惊 的 是 , 这 些 数 or 竟然 与 自 守 形式 有 关联 . 
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猜想 12.6 (谷山 - 志 村 -Weil) 设 马 为 定义 在 Q@ 上 的 椭圆 函数 , C 为 那些 素数 
“的 集合 , 使 得 媚 在 这 些 素数 上 具 好 约 化 , 而 (aijiec 如 上 所 定义 . 此 时 存在 按 g 展开 
而 ql 的 系数 为 al 的 自 守 形式 和 angn. 

再 详细 一 点 说 就 是 , 对 于 Q 上 定义 的 椭圆 曲线 羽 , 如 果 能 定义 被 称 做 导 子 的 正 
整数 N, 则 存在 gd 的 系数 为 ai 的 、 权 2 的 、N 级 (To(N) 级 ) 的 Hecke 算 子 的 同时 
特征 函数 汀 ang" 口 

定理 12.2 表明 这 个 猜想 对 于 椭圆 曲线 y? +y = z3 一 z? 是 正确 的 . 另外 像 (a) 
小 节 最 后 面 指出 过 的 那样 , y? = z3 -zx 也 有 对 应 的 自 守 形式 . 

谷山 在 1955 年 作为 问题 陈述 了 这 个 猜想 的 原始 形式 . 而 后 志 村 在 20 世 纪 60 年 
代 对 于 其 给 出 了 上 面 形式 严格 的 公式 化 阐述 ， 再 以 后 , 由 于 Weil 的 研究 (1967 年 )， 
使 得 这 个 猜想 广为人知 . 

一 般 地 , 对 于 作为 权 2、N 级 的 、Hecke 算 子 的 同时 特征 函数 的 尖 点 形式 f = 
二 and (al = 1), 若 令 天 = Qp({fanln > 2}), Eichler 和 志 村 证 明了 天 /Q。 为 有 限 扩 
域 , 且 存 在 不 可 约 连续 表示 


Pr :Go = GallG/Q) —» GL2(K) 


满足 Tr (py(Frobi)) = a1，det(py(Frobi)) = 1. 这 个 表示 是 对 模 曲线 (modular curve) 
Xo(N) 的 Jacobi 簇 ho(N) 的 Tate 模 按照 Hecke 算 子 进行 分 解 时 , 由 Go 对 于 f 分 
量 的 作用 得 到 的 . 

现在 设 / = 于 ongn" 为 权 2 的 、N 级 的 Hecke 算 子 的 同时 特征 函数 的 尖 点 形 
式 , 并 设 其 系数 ov 都 是 有 理 数 (并 取 ai = 1). 于 是 , 将 模 曲线 Xo(N) 的 Jacobi 簇 
加 (N) 按照 Hecke 算 子 分 解 时 其 f 分 量 为 一 维 Abel 簇 , 也 就 是 说 是 条 椭圆 曲线 , 记 
此 椭圆 曲线 为 E, 我 们 有 


Tr (ps(Frobi)) = Tr (pg(Frob)) = a. 


因此 , 这 条 椭圆 曲线 互 满足 了 猜想 12.6 的 条 件 . 

称 这 样 得 到 的 椭圆 曲线 (和 同 源 的 椭圆 曲线 ) 为 模 椭圆 曲线 . ( 若 使 用 Faltings 所 
证 明 的 一 般 性 的 同 源 定理 进行 叙述 的 话 ) 谷山 - 志 村 -Weil 猜想 所 叙述 的 便 是 , 所 有 
@ 上 定义 的 椭圆 曲线 均 是 模 椭圆 曲线 . 自 守 形式 的 世界 是 个 具有 非常 多 对 称 性 的 美 
丽 世 界 . 所 有 的 椭圆 曲线 都 来 自 这 个 世界 , 乍 一 看 这 似乎 是 个 令 人 吃惊 的 猜想 . 然而 ， 
譬如 对 于 模 椭圆 曲线 , 已 知 其 二 函数 可 解析 延 拓 (在 (e) 小 节 中 叙述 过 的 Hasse 猜 
想 ) 到 全 平面 (参看 定理 9.7). 此 外 , 反 过 来 Weil 也 证 明了 (1967 年 ), 在 Q 上 定义 的 
椭圆 曲线 忆 的 工 函数 L(E, s) 被 解析 延 拓 到 整个 C, 如 果 满足 某 个 函数 方程 , 则 到 
是 模 的 . 据 此 , 猜想 12.6 被 看 成 是 绝对 正确 的 . 

设 L(E,s) 为 定义 在 Q 上 的 椭圆 曲线 EE 的 工 函数 . L(E,s) 像 在 (e) 小 节 中 那 
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样 由 Euler 积 定义 , 形式 地 可 写 为 Dirichlet 级 数 的 样子 : 


Qn 
L(B,s) = 》、 和. 
n=1 nm 


右 端的 ov 与 工 函数 的 Euler 积 定义 中 的 a ( 即 上 面 一 直 在 说 的 那些 ai) 一 致 , 此 时 ， 
谷山 - 志 村 -Weil 猜想 可 改写 为 以 下 形式 . 


猜想 12.6 (谷山 - 志 村 -Weil) 设 琅 为 定义 在 @ 上 的 导 子 为 N 的 椭圆 曲线 ， 


而 
zt- 半生 
为 其 工务 数 . 则 此 时 
f= > ong" 
为 权 2 的 N 级 自 守 形式 . 所 口 


上 面 是 换 成 使 用 ¢ 函数 的 说 法 , 还 可 换 成 一 种 代数 几何 的 说 法 . 像 上 面 那样 , 这 
个 说 法 是 , Q 上 定义 的 任意 椭圆 曲线 均 出 现在 模 曲线 的 Jacobi 得 的 分 量 上 (准确 地 
说 , 同 源 于 Jacobi 簇 的 分 量 ). 

这 是 下 面 猜想 的 另 一 种 说 法 . 


猜想 12.6” (谷山 - 志 村 -Weil) 设 巨 为 定义 在 @ 上 的 导 子 为 N 的 椭圆 曲线 ， 
存在 从 模 曲 线 到 马 的 非 零 态 射 (morphism) 


Xo(NV) 一 一 口 


也 就 是 说 , 妃 被 Xo(NN) 所 参数 化 (parametrize). 将 它 与 所 有 二 次 域 包含 在 分 圆 
域 的 Gauss 定理 (命题 5.13) 相 比较 是 有 意思 的 . 椭圆 曲线 是 射影 直线 的 二 次 履 蚕 . 
可 是 , 谷山 - 志 村 -Weil 猜想 说 的 是 它 必定 能 按照 模 曲 线 参数 化 ， 如 此 考虑 的 话 , 谷 
山 - 志 村 -Weil 猜想 则 可 看 成 为 Gauss 定理 的 代数 几何 版 . 

从 Galois 群 的 表示 来 看 谷山 - 志 村 -Weil 猜想 将 在 812.2(c) 讲述 . 


812.2 ”Fermat 猜想 


(a) Frey 曲线 


终于 到 了 可 以 讲述 关于 Fermat 猜想 的 时 候 了 . 先 做 点 准备 , 考虑 以 下 这 样 的 椭 
圆 曲 线 . 设 4, B,C 为 满足 


A+B=C 
A=3 (mod 4), B=0 (mod 32) 
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的 互 素 的 整数 . 这 时 , 考虑 椭圆 曲线 


E:y=z(r-B)(z—O). 


作 置 换 z = 4X, y = 8Y + 4X, 则 上 式 成 为 


1l 
4 


BC 
党 
X*+ 6 


这 是 马 的 极 小 Weierstrass 模型 . 按照 定义 计算 五 的 判别 式 A, 得 到 


_ (4B0)’ 


A 区 


在 除 尽 A 的 素数 处 , 妃 为 乘法 约 化 . 特别 地 , 忆 为 半 稳定 椭圆 曲线 (关于 其 定义 , 请 
见 812.1(b)). 


设 p 为 奇 素数 , 考虑 由 瑟 的 2 等 分 点 Bp] 产生 的 表示 


PP 四 :Go 一 GL2(Z/P). 


像 定 理 12.4 那样, 我 们 记 对 应 于 这 个 同 态 映射 的 核 Kerpglp] 的 域 为 Kp. 考虑 


det(pz 四 ) : Go 一 (Z/p) 


om det(pp(0)), 


于 是 根据 定理 12.4, 因为 有 det(Frobl) = 1, 故 知 det(p) 不 是 别 的 , 正 是 Teichmiiller 


特 生 


E w (§10.1(e)). 就 是 说 , 当 设 jo 为 豆 中 所 有 p 次 单位 根 构成 的 群 时 , 它 是 对 于 


任意 的 Ce pp, 使 得 o(4) = 人 人) 成 立 的 特征 . 特别 地 , 我 们 注意 到 有 Q(uz) cK;. 


形 ， 


定理 12.7 设 1 为 奇 素数 ， 
人 旬 设 1 不 除 尽 4BC, 且 不 同 于 p, 则 1 在 Kp 中 非 分 歧 . 
(这 设 1 除 尽 4BC, 且 1 关 p. 于 是 有 以 下 等 价 


1 在 Kp 中 非 分 歧 人 > ordi(4BC) =0 (mod p). 


( 诞 ) 如 果 ordp(4BC) 三 0 (mod p), 则 了 在 Kp 中 “小 分 歧 ”. 这 里 , 在 现在 的 情 
所 谓 p 为 “小 分 歧 ” 是 指 成 立 如 下 的 断言 . 设 u 为 六 之 上 在 K, 中 的 素 理想 时 ， 


Kp 在 v 处 的 完备 化 (Kp)。 可 写 为 


(Kp)o = k(ps)( VD, ue OK) 


其 中 大 为 Qo 的 有 限 非 分 歧 扩 域 0 
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设 r 是 Ok(y,) 的 极 大 理想 的 生成 元 , 考虑 扩张 k(yp)( V7)/k, 这 一 扩张 的 判别 
式 的 赋值 比 这 定理 中 扩张 的 判别 式 的 赋值 要 大 , 上 面 所 说 的 “小 分 歧 ” 从 此 而 来 . 

要 证 明定 理 12.7 必须 要 有 Tate 曲线 的 理论 . 

G. Frey 发 现 了 Fermat 猜想 与 下 面 要 讲 的 椭圆 曲线 的 算术 有 关 . 设 p 为 大 于 等 
于 5 的 素数 , 并 设 存在 正 整数 a,b,c 满足 

ar+WP=e. 
不 妨 设 a 为 奇数 ,b 为 偶数 . 当 a = 3 (mod 4) 时 , 令 4 = az, = 如,C = cp, 而 当 
4 三 1 (mod 4) 时 , 则 令 4= -cr, B= 如,C = -ap. 考虑 椭圆 曲线 
Eabc) :y= x(x — B)(z — CO). 

称 此 椭圆 曲线 为 Frey 曲线 (Frey curve). Frey 证 明了 (1986 年 ) 这 样 曲线 的 存在 
与 Serre 的 e 猜想 以 及 谷山 - 志 村 -Weil 猜想 相 违背 . 也 就 是 说 , 从 这 两 个 猜想 就 可 
以 推导 出 Fermat 猜想 . 按照 这 个 事实 , Fermat 猜想 才 被 认为 是 一 个 真实 可 信 的 猜想 
类 型 了 . 在 此 之 后 , 由 于 Ribet 证 明了 Serre 的 。 猜想 (1989 年 ), 于 是 Fermat 定理 
便 转 化 成 了 可 由 谷山 - 志 村 -Weil 猜想 推出 的 事 了 . 在 下 面 的 (b) 小 节 中 我 们 将 叙述 
Ribet 的 定理 . 

(b) Ribet 定理 

设 f= 汇 anq" 为 权 大 > 2 的 N 级 的 Hecke 算 子 的 同时 特征 函数 的 尖 点 形式 . 
令 天 = Qp ({anln > 2}), 于 是 K/Qs 为 有 限 扩 域 , 且 存 在 连续 不 可 约 表示 

pf :Ga = Gal(@/Q) 一 GL2(K), 

其 满足 Tr (py(Frobi)) = an det(py(Frobi)) = 1*-!. 这 个 事实 在 大 = 2 时 , 如 812.1(f) 
所 说 , 由 Eichler、 志 村 证 明 , 而 一 般 情形 则 由 Deligne 所 证 明 . 

设 Ok 为 K 的 整数 环 , 由 于 Go 为 紧 , 故 or 的 像 可 取 在 GLs(Ok) 之 中 . 又 设 
7 为 Ok 的 极 大 理想 的 生成 元 , 为 其 剩余 域 , 并 考虑 


pr modr:Gao= Gal(®/Q) — GL2(F). 


按照 定义 , 由 于 
Tr (pt mod rr(Frob)) = at mod fr， det(py mod (Frobi)) =1*-! mod 7, 


如 果 pr mod r 是 不 可 约 的 , 那么 pf mod r (的 同 构 类 ) 由 f 唯一 地 决定 . 如 此 所 
得 到 的 有 限 域 F 上 的 二 维 表 示 被 称 做 权 k 的 N 级 模 表示 . 

Serre 猜测 , 对 于 任意 有 限 域 F, 满足 det po(c) = -1 (c 为 复 共 二 ) 的 绝对 不 可 约 
表示 po : Go 一 GL2(F) 全 都 是 模 表示 . 并 且 , 也 猜测 此 时 的 权 k 与 级 N 应 该 怎么 
由 po 决定 (Serre 猜想 ). Ribet 继 Mazur 之 后 解决 了 Serre 猜想 中 被 称 做 e 猜想 的 
部 分 . 
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定理 12.8 (Mazur, Ribet) 设 下 为 特征 p > 5 的 有 限 域 . 又 设 不 可 约 表 示 
Po :GQ 一 GL2(F) 为 权 2 的 NN 级 的 不 可 约 模 表示 , 并 且 NN 不 含有 平方 因子 . 另外 ， 
设 Kpo 为 po 的 核 所 对 应 的 域 , 而 1 为 除 尽 N 的 奇 素数 . 于 是 

人 多 设 1 关 P, 且 1 在 天 po 上 非 分 歧 , 于 是 po 为 权 2 的 N/l 级 的 模 表 示 . 

() 设 p 除 尽 N, 且 p 在 Kp。 上 为 “小 分 歧 ”, 于 是 po 为 权 2 的 N/p 级 的 模 表 
示 口 


设 p 为 不 小 于 5 的 素数 , 假定 Fermat 猜想 不 成 立 , 从 而 


ap 十 加 = 中 


存在 整数 解 . 考虑 在 (a) 小 节 所 说 的 Frey 曲线 忆 = Es,c), 并 假定 对 于 互 谷山 - 志 
村 -Weil 猜想 为 真 . 

将 这 个 定理 应 用 于 由 忆 的 p 等 分 点 所 产生 的 表示 pm 来 看 看 . 首先 , 我 们 知 
道 这 个 表示 是 不 可 约 的 (为 此 , 应 用 Mazur 的 定理 , 即 定义 在 Q 上 的 椭圆 曲线 的 全 
部 等 分 点 构成 的 群 的 阶 不 大 于 16). 那么 , 因为 由 假定 = 已 ss 为 模 椭圆 曲线 , 故 
得 知 pm 为 权 2 级 N = I! 的 模 表 示 . 于 是 , 由 定理 12.7 和 定理 12.8, pglpj 成 为 


了 权 2 级 2 模 表示 . 然而 , 不 存在 权 2 级 2 的 尖 点 形式 . 这 引出 了 了 矛盾. 因此 , 最 初 
的 假定 , 即 a,b,c 的 存在 是 错误 的 , 从 而 证 明了 Fermat 定理 . 

按照 上 面 这 样 , 为 了 证 明 Fermat 猜想 , 只 要 能 说 E(as,。) 是 模 曲 线 就 可 以 了 . 回 
忆 一 下 : Bewa 是 条 半 稳 定 椭圆 曲线 . 对 此 , Wiles 证 明了 下 面 的 定理 (1995 年 ). 


定理 12.9 (Wiles) 定义 在 Q 上 的 半 稳 定 椭圆 曲线 为 模 曲 线 . 口 
从 而 有 
推论 12.10 (Fermat 猜想 ) 对 大 于 等 于 3 的 整数 m 不 存在 满足 


a"+b"=0" 


的 正 整数 a,b,c. 口 
推论 12.10 中 的 n= 3, n = 4 的 情形 由 Euler( 或 许 也 由 Fermat 自己 ) 证 明 , 故 
只 要 设 素数 p 不 小 于 5 就 可 以 了 . 故 由 上 述 讨论 得 出 了 推论 12.10. 
下 面 我 们 来 叙述 定理 12.9 的 证 明 思路 . 
(c) 模 Galois 表示 的 提升 


设 0 为 局 部 域 的 整数 环 . 当 Go 的 表示 p : Go 一 GL2(O) 相伴 于 自 守 形式 f 的 
表示 时 ( 即 对 应 的 Go 模 为 同 构 时 ), 则 说 p 是 由 自 守 形式 得 来 的 . 此 时 , 由 迄今 所 令 
述 过 的 事实 (并 使 用 Faltings 的 同 源 定理 ), 得 知 下 面 的 定理 成 立 . 


定理 12.11 设 马 为 定义 在 Q@ 上 的 椭圆 曲线 , 此 时 下 面 的 两 个 论断 等 价 . 
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(有 ) 世 为 模 曲 线 . 

(2) 存在 某 个 素数 p, 使 得 由 Tate 模 也 ( 盏 ) 产生 的 表示 ps 是 从 自 守 形式 得 来 
的 . 口 

这 是 谷山 - 志 村 -Weil 猜想 (猜想 12.6) 换 成 Galois 表示 的 说 法 . 

由 定理 12.11 知 , 为 了 断言 一 条 椭圆 曲线 为 模 的 , 只 要 对 一 个 素数 p 能 断言 om 
是 由 自 守 形式 得 来 的 就 可 以 了 . 为 了 证 明定 理 12.9, Wiles 主要 使 用 了 p = 3. 如 此 
说 是 由 于 , 当 optal 为 不 可 约 时 , 因为 按照 Langlands 和 Tunnell 所 断言 ， pEla] 是 模 
表示 (参看 811.4), 从 而 存在 推断 的 基础 . 

Wiles 所 证 明 的 是 下 述 定 理 . 设 p 为 奇 素数 . 


定理 12.12 (Wiles) 设 下 为 特征 p 的 有 限 域 ， 


po: Go — GL2(F) 


为 模 表 示 , 并 设 满足 以 下 条 件 . 

(1) 将 po 限制 在 Gal (TI/Q(V(-=])E-D73p)) 上 时 为 绝对 不 可 约 . 

(2) det(po) =w (w 为 Teichmiiller 特征 ). 

(3) 将 po 限制 在 分 解 群 上 时 的 条 件 (我 们 对 其 在 此 略 去 . 限制 于 在 p 的 分 解 群 
时 的 条 件 是 特别 重要 的 . 巨 为 半 稳定 椭圆 曲线 时 ， PE 四 满足 这 个 条 件 ). 

设 O 为 局 部 域 的 整数 环 , Tf 为 其 极 大 理想 的 生成 元 , 而 


p: Go — GL2(O) 


为 使 p mod 7 = po 成 立 的 表示 . 进一步 设 p 还 满足 下 面 的 (2),(ii), Ci). 

(i 设 Kp 为 对 应 于 p 的 核 的 域 , 则 在 Ks/Q@ 上 分 歧 的 素数 为 有 限 个 . 

(ii) det(p) = (rk: 分 圆 特征 ). 

(ii) 将 p 限制 在 分 解 群 上 时 的 条 件 (对 其 在 此 略 去 . 当 忆 为 半 稳 定 椭圆 曲线 时 ， 
由 Tate 模 产 生 的 表示 满足 此 条 件 ). 

于 是 在 此 时 , p 是 由 自 守 形式 得 来 的 . 

虽然 Wiles 处 理 了 更 一 般 情形 的 det(p), 但 上 面 所 说 的 情形 对 定理 12.9 NE 
所 必需 的 材料 是 足够 的 了 . 

根据 刚才 所 说 的 , 成 为 不 可 约 表示 的 


Go — GL2(Fs) 


是 模 表示 这 个 事实 是 由 Langlands 和 Tunnell 证 明 的 (1981 年 ) 在 这 个 证 明 中 , 实 
质 性 地 使 用 了 GL2(Fs) 为 可 解 群 的 事实 , 因此 对 于 GL2(F,) (p > 5) 不 适合 应 用 这 
个 方法 . 

根据 定理 12.12, 定理 12.11, 首先 知道 了 如 下 事实 . 
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“ 设 忆 为 半 稳 定 椭圆 曲线 , 并 设 由 3 等 分 点 产生 的 表示 pz 在 Q(V-3) 的 绝 
对 Galois 群 Gal (@/Q(vV=3)) 上 的 限制 也 是 绝对 不 可 约 的 , 那么 在 这 个 条 件 下 , 忆 为 
模 椭圆 曲线 .” 

Wiles 巧妙 地 借助 于 使 用 5 等 分 点 证 明了 也 可 以 去 掉 上 面 那个 不 可 约 条 件 ( 关 
于 其 技术 方面 在 这 里 也 不 可 能 讲述 ), 于 是 最 后 成 功 地 证 明了 所 有 的 半 稳 定 椭圆 曲线 
为 模 曲线 . 


(d) R=T 


由 于 定理 12.12 为 Wiles 的 Fermat 猜想 证 明 中 最 重要 的 定理 , 在 下 面 我 们 将 给 
出 这 个 定理 证 明 的 概述 . 定理 12.12 断言 满足 所 给 条 件 的 表示 全 是 由 自 守 形式 得 来 
的 , 从 而 我 们 注意 到 它 与 Mazur 和 Wiles 对 岩 泽 主 猜想 证 明 方法 (810.3(e))“ 所 有 非 
分 歧 扩 张 均 由 自 守 形式 得 出 ”的 类 似 性 . 在 证 明 中 , Mazur 的 Galois 表示 的 形变 理 
论 起 了 本 质 的 作用 . 

让 po 如 定理 12.12 中 所 设 . 此 时 , 对 于 满足 定理 12.12 的 (i), (ii), (ii) 的 这 些 p， 
存在 满足 以 下 那样 性 质 的 环 R 及 Galois 表示 


pa : Go — GL2(R). 
车 有 满足 定理 12.12 的 条 件 (i), (ii), (it) 的 p, 则 存在 环 同 构 
i 


并 且 由 这 个 环 同 态 产生 的 同 态 映射 GL2(R) 一 GL2(O) 与 pR 的 复合 


Go S GL2(R) — GL2(O) 


与 p 等 价 . 另 一 方面 , 即便 添加 条 件 “p 由 自 守 形式 得 出 来 ”到 (i), (i), (Gi) 中 , 也 存 
在 一 般 的 环 了 和 Galois 表示 


pT : Ge — GL2(T), 


且 满 足 这 样 的 条 件 的 模 表示 p 均 由 pr 得 到 . 这 就 是 说 , 如 果 设 有 这 样 的 p, 则 存在 
那样 的 环 同 态 映射 了 一 0, 使 得 这 个 环 同 态 产生 的 同 态 映 射 GL2(T) 一 GL2(O) 与 
pr 的 复合 

Go 3 GL2(T) 一 GIaz(O) 


与 p 等 价 . 了 是 由 Hecke 环 (由 Hecke 算 子 产生 的 环 ) 构造 出 的 . 使 用 这 样 的 形变 理 
论 的 语言 的 话 , 定理 12.12 只 需 简单 地 表示 为 


R=T. 
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由 及 与 了 的 定义 , 我 们 有 环 同 态 映 射 
R—7, 


并 可 证 明 它 为 满 射 . 我 们 的 目的 是 要 证 明 这 个 映射 是 个 同 构 . 
下 面 的 定理 为 H.W. Lenstra Jr. 通过 改进 Wiles 的 方法 所 证 明 的 , 因为 比 起 Wiles 
原本 的 定理 它 的 手术 要 容易 些 , 我 们 叙述 于 此 . 


定理 12.13 (Lenstra Jr.) 设 O 为 局 部 域 的 整数 环 , RR 为 O 上 的 完备 Noether 
局 部 环 ,了 为 O 上 的 有 限 平坦 (finite flat) 的 Noether 局 部 环 . 假定 有 满 的 O 线性 环 
同 态 映 射 p : 尽 一 也 幼 : 了 一 O, 并 令 四 =Wop. 设 Ann7(Kery%) 为 Kery 的 零 化 
子 . 此 时 ,如果 


#((Kerg)/(Ker@)’) < #(O/w(Ann7 (Kery))), 
则 p: 尽 鱼 T 为 同 构 . 口 
那么 问题 便 归结 为 研究 ((Kerg)/(Kerg)?)， 照 此 便 导 致 了 对 于 自 守 形式 f 的 
Sym2?y 的 Selmer 群 的 研究 . 从 而 知 上 面 定理 12.13 的 不 等 式 实际 上 取 等 号 时 等 价 于 
下 面 的 等 式 


#(Sym?7 的 Selmer 群 ) = (L(2, Sym? 了 ) 的 代数 部 分 的 p 分 量 ) 


((Ker%)/(Kerg)” 对 应 于 上 式 的 左 端 , 而 O/w(Annz (Kerw)) 则 对 应 于 上 式 右 端 ， 关 
于 L(s, Sym? 了 ) 请 参看 89.1(e)). 于 是 , ¢ 函数 (L 函数 ) 再 次 出 现 了 , 并 起 着 重要 的 作 
用 . 在 这 样 一 些 重要 的 情形 中 < 函数 总 是 出 现 这 件 事 , 实在 是 不 可 思议 . 关于 上 面 的 
Selmer 群 的 等 式 , 如 果 说 在 理想 类 群 的 情形 的 话 , 则 是 等 式 


#AGl,) = #(Zp/L(0, ww)) 


(i 为 满足 1 < i < p 一 1 的 奇数 , 810.3(c) 定理 10.37). 如 果 这 样 考虑 的 话 , 那么 则 可 
想到 问题 的 公式 应 是 岩 泽 理论 处 理 的 事 (事实 上 , Wiles 曾 这 样 考虑 过 ) 

还 有 , 岩 泽 主 猜想 的 证 明 的 方针 是 通过 自 守 形 式 构造 出 所 有 的 非 分 歧 扩 域 , 而 在 
这 里 , 遵循 的 也 是 通过 自 守 形式 构造 出 所 有 满足 条 件 的 表示 这 样 类 似 的 方针 . 为 了 
证 明 岩 泽 猜想 , 必须 要 有 到 G72 的 表示 以 便 构造 Abel 扩 域 . 总 之 , 如 果 用 89.4(b) 的 
话 来 说 , 就 是 从 2 阶 来 观察 1 阶 是 必要 的 . 而 在 这 里 , 为 了 研究 2 维 表示 , 从 Sym2 ~ 
这 个 3 阶 去 观察 2 阶 也 是 必要 的 . 

而 关于 Selmer 群 的 不 等 式 的 证 明 在 这 里 不 可 能 令 述 了 ， 最 终 Wiles 证 明了 如 
果 7 为 完全 交叉 则 此 不 等 式 成 立 . 所 谓 完 全 交叉 是 一 个 关于 局 部 环 奇 点 的 信息 , 表 
明 奇 点 的 情形 不 是 那么 坏 . 这 最 后 的 难关 是 由 与 R.Taylor 合作 的 文章 克服 的 . 


定理 12.14 (Taylor,Wiles) 了 是 完全 交叉 的 . 口 


证 明 是 巧妙 地 使 用 了 Ni . .… .1 级 的 自 守 形式 的 Hecke 环 而 完成 的 , 想 要 进 
一 步 详细 了 解 的 读者 请 参看 岩 波 讲座 “现代 数学 进展 * 的 《Fermat 猜想 》 这 一 卷 . 
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小 结 


12.1 定义 在 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 的 算术 中 , 在 对 有 限 域 上 的 有 理 点 个 数 的 
考察 中 , 在 对 Tate 模 的 作用 的 考察 中 , 还 有 像 在 对 ¢ 函数 的 考察 中 都 会 遇 到 整数 数 
列 (an)ec. 由 这 个 重要 的 整数 数列 (ai)iec 能 给 出 自 守 形式 , 这 便 是 所 谓 的 谷山 - 志 
村 -Weil 猜想 . 

12.2 ”Wiles 对 于 有 理 数 域 上 的 半 稳 定 椭 圆 曲 线 证 明了 谷山 - 志 村 -Weil 猜想 . 从 
而 , 按照 这 个 事实 , 给 予 了 Fermat 猜想 以 肯定 的 答案 . 
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在 [4] 中 从 二 次 剩余 互 反 律 , p 进 域 , Hilbert 符号 出 发 开始 了 简洁 明快 的 讲解 . 


1], [7] 有 许多 的 实例 , 是 优秀 的 数论 入 门 书 . [5] 则 是 一 本 公认 的 名 著 . 就 学 习 数 


域 以 及 函数 域 而 言 , 读 一 下 [2], [3], [6], [9], [11], [12] 是 很 好 的 . [10] 是 对 代数 数论 的 
开创 做 出 很 大 贡献 的 数学 家 自己 所 写 的 对 代数 数 的 解释 . 关于 历史 方面 , [8] 是 一 本 
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同 余数 问题 与 Birch, Swinnerton-Dyer 猜想 之 间 的 关系 , 在 [3] 中 有 详细 的 讲解 另 
外 , Mordell-Weil 定理 的 证 明 在 《数论 I》 中 也 未 曾 处 理 . 在 这 个 定理 的 证 明 中 , 对 
于 数 域 上 的 椭圆 曲线 的 点 像 在 81.3 那样 , 定义 的 具有 好 性 质 的 “高 ” 起 了 本 质 的 作 
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对 于 作为 《 函数 开端 的 Riemann ¢ 函数 , [4], [5] 有 详细 叙述 . 关于 素数 定理 请 


参看 [2], [3], [5], [6], [7], [8], [9，[10]， 特 别 在 [6] 中 有 关于 一 般 素数 定理 的 系统 并 
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续 密 的 记述 . 关于 局 部 域 的 Brauer 群 请 参照 [8], 整体 域 的 Brauer 群 参照 [9]. [2], [8] 
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进行 了 讲解 . 
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关于 Ramanujan 的 发 现 请 参考 [1] 以 及 Ramanujan 的 全 集 和 手稿 集 . 对 于 自 守 
形式 , 请 看 [3], [5], [7], [9], [11], [12], [14], [15], [16] 以 及 < 函数 文献 中 的 [10]. 对 于 自 
表示 , [2], [6], [12], [13] 有 详细 解说 . 自 守 表示 的 工 函数 的 零点 不 存在 于 Re (s)=1 
上 的 论断 (对 于 素数 定理 的 类 比 是 必要 的 事实 ) 在 [8] 中 有 用 Eisenstein 级 数 的 证 明 . 
2] 给 出 了 表示 论 的 Selberg 迹 公式 . 由 Selberg 自己 给 出 的 关于 Selberg 迹 公 式 的 形 
式 请 见 Selberg 的 全 集 . Langlands 猜想 在 [4] 中 有 系统 的 阐述 ,而 在 [lol, [12], [13] 
中 也 有 讲解 . 


涯 泽 理 论 


中 


[1] K. Iwasawa, Lectures on p-adic L-functions, Ann. of Math. Studies 74, Princeton 
Univ. Press, 1972. 
[2] L. Washington, Introduction to cyclotomic fields, GTM 83, Springer-Verlag, 1982. 
[8] S$. Lang, Cyclotomic fields 1, I1 (combined second edition), GTM 121, Springer- 
Verlag, 1990. 
[4] Algebraic number theory in honor of K. Twasawa, Advanced Studies in Pure Math. 
17, Kinokuniya, 1989. 
很 遗憾, 并 没有 关于 岩 泽 理论 的 日 文书 . 也 就 是 说 , 本 书 是 这 样 的 第 一 本 . 叫 叙 
述 的 是 p 进 工 函数 的 构成 , 而 且 是 围绕 以 p 进 类 数 公式 为 中 心 进行 叙述 的 , 还 讲述 
了 《数论 工 》 中 没有 讲 的 由 Stickelberger 元 出 发 如 何 ( 按 发 现 者 自己 那样 ) 构造 bp 进 
工 函数 . 只 有 从 岩 泽 理论 创立 者 的 著作 中 可 以 体验 出 深刻 的 东西 来 . [2] 可 算是 岩 泽 
理论 的 全 面 的 教科 书 . 而 其 中 还 加 入 了 各 式 各 样 的 有 趣 话题 , 还 给 出 了 我 们 在 《数论 
开 》 中 省 略 掉 的 命题 10.20 的 证 明 . 在 [3] 的 附录 中 , K. Rubin 使 用 了 (分 圆 单 位 的 ) 
Buler 系 给 出 了 兰 泽 主 理想 的 证 明 . 想 要 进一步 深入 到 这 个 课题 的 读者 可 看 一 下 4. 
这 本 书 一 开始 介绍 了 着 泽 的 工作 并 罗列 了 他 的 论文 . 还 有 对 于 理想 类 群 之 外 的 对 象 
进行 处 理 的 岩 泽 理论 方面 的 论文 , 并 可 了 解 岩 泽 理论 的 现状 . 


问题 解答 


第 十 章 


问题 1 由 命题 10.3(2)(a), D; 被 2 和 3 除 尽 . 另外 , 由 (2)(b) 也 被 4 除 尽 . 

问题 2 设 p 为 奇 素数 . 根据 分 解 ZX = (Z/p)x x (1 十 pZp), 记 a = (a1,a2). 由 
定义 有 a = w(al)aa = w(a)az. 于 是 有 az” = w(a)a9 ,并 因为 对 于 任意 的 z € 1+pZp 
有 lim zz =1， 从 而 得 到 结论 . 对 于 p = 2 则 按 定义 进行 就 可 以 了 . 

问题 3 例如 , 对 于 ”使 用 数学 归纳 法 就 可 以 了 . 

问题 4 像 上 面 命题 10.5 的 证 明 那 样 , 若 


L(y be —1+ro)’ 
i=0 
并 将 其 展 成 寡 级 数 , 则 按照 命题 10.8 对 于 所 有 i > 2, ai 被 p? 除 尽 . 另外 , 因 p 整除 
A1, 有 p? 整除 a1. 于 是 像 命 题 10.5 的 证 明 那 样 , 同样 得 到 了 结论 . 
问题 5 使 y 对 应 于 1+T, 于 是 按照 它 将 Zp[[Gal (Ko/KN)] 与 Zp[[Z]] 视 为 
等 同 . 当 Y 具有 前 者 的 结构 时 , 对 于 n > 1 则 有 


Y/(1+7Y + + 0) DY ~ ZotTN/T —p, (1 + 7) — D/T) 
Zp/(2p"). 
于 是 , 根据 引 理 10.30, 对 于 n>N 有 
#Ak。 一 江 (X/Y) +#(Zp/(2p"™—™)). 
因此 , 岩 泽 公式 成 立 . (特别 地 , 有 y= 0, 入 = 1.) 


邓 问题 解答 


现 设 Y 具有 后 者 的 结构 . 当 p 为 奇 素数 时 对 于 n > 1, 而 当 p = 2 时 对 于 > 2， 

有 
JIG+Y+ + OP DY ~ ZlIT)/(T? —p, (1+T)" — 1)/T) 
TZplVH/(p"). 
因此 , 至 少 对 于 n> N+1 有 
#Ak, =#(X/Y) 十 Po)， 

从 而 岩 泽 公式 成 立 . (特别 地 , 有 jy = 0, 和 = 2.) 

问题 6 (1) 倘若 有 A(Gw-:(T)) > 1, 则 由 问题 4 有 C(1+i-p) = ¢(2+i— 
2p)(mod p?). 

(2) 使 用 810.1(a) 的 值 便 能 弄 清楚 . 

(3) 略 . 

问题 7 由 于 在 Z/p"(r) 上 c e Gal(Q(jp~)/Q@) 以 k(cjr 倍 作用 , 并 考虑 到 
#(Z/p")* = (p 一 1)p"-!, 则 由 

##Z/pr(r)Sa Qt) = pn > 人 p 一 1)pn-llr, 

从 而 得 出 结论 . 

第 十 二 章 


问题 1 设 ! 为 奇 素数 , 并 将 巨 :y? = za -zx 看 为 Fl 上 的 椭圆 曲线 , 那么 已 具 
有 4 个 2 等 分 点 . 因此 , E(Fi) 具有 4 阶 子 群 , 故 其 阶 数 为 4 的 倍数 . 


习题 解答 


第 九 章 


9.1 (1), (2), (3) 分 别 通过 比较 3 = Es, EsaEe = Eio, 1728A = aEs 一 2 的 
Fourier 系数 而 得 到 . 璧 如, Es B6 = Bio 可 写 为 


( 十 240 六 «toye") ( 一 504 yD 05 wo =1—264 og(n)g™ 
n=1 n=1 n=1 


比较 两 端 gn 的 系数 得 到 


n—l 
240cs(n) — 5040s(n) 一 240 .504 3 oa(m)os(n — m) = —26409(n). 
m=1 
以 24 除 它 就 得 到 (2). 
9.2 答案 是 驮 Br E 为 Bernoulli 数 ). 这 是 在 权 的 (正则 ) Eisenstein 级 数 
Bk(z) 的 变换 公式 BD)- 三 3Bk(z) 中 , 当 令 z =i 时 由 Bk(i) = 站 用 (G) = 一 Bj(i) 
知 E(i) = 0, 于 是 使 用 


2k 记 a 2k On 
Be 


k n=1 


便 知 有 此 结果 . 
9.3 (1) 定理 9.16(3) 的 式 子 是 


oo a NP 
一 2 1 _ e-2mn)24 一 ( ) 
e 1 e ) a 


4 习题 解答 


车 对 此 式 取 对 数 便 得 到 了 (1) 的 式 子 
(2),(3) 使 用 Hurwitz 的 方法 (定理 9.16 的 补充 2) 即 可 , 也 可 直接 地 求 出 
"i XO)Be0) = 2(8) Ea) 

a 有 


=2( 强 ) 9(2) = a 
以 及 


‘ . 
a tr X01 Bl) 
2 210 691 2 kk el WE 
(每 1057 ) ( 691 其 5) ”53625 
26 . 35 . 72 
BB = oI 
中 代入 z =i 则 可 求 出 2(i) (A(i) 为 定理 9.16(3)). 


9.4 (1) 因为 人 <e SL2(Z), 故 有 


然而 , 在 89.1(b) 的 式 子 


Ek ( 翅 ) = (z+ 1)*E:(z). 
若 在 此 代入 z = p, 则 因 二 =p, p+1= -p2 故 有 


Er(p) = p* Ek(p). 


因此 , 当 3+ 大 时 有 2 师 特别 地 Es(p) = 0. 
于 是 , 若 在 A = < 中 设 z=p, 则 


a 


Ee(p)? = —1728A(p) = 1728e-vsr Ta 一 (一 IgE 和 
n=1 
为 正 , 从 而 Ee(p) #0. 
(2) 因为 
2k —1)"-ine-1 
Er(p)=1+ 元 束 2 i 
那么 当 3tk 时 因 Ei(p) = 0 故 有 


oo 


六 (一 Dn-Imk-1 Bk 


所 ev 和 "+(-D" 天 


习题 解答 自考 


二 4, 8 已 包括 在 这 里 了 . 在 大 = 2 时 的 变换 公式 (参看 89.5(e)) 
s+ er 1) 


B (i) = +B + ED 
中 以 z =p 代入 求解 , 知 有 


mn) = 2 
因此 ， 所 
oo (—1)"—1n*—1 一 
亏 evSrn 十 (-l)n-1 12r 24° 
9.5 0) 全 (i) 显然. 来 讨论 区 一 6 (i) 坟 (iv), (iv) 坟 (i). 
对 于 (六 过 (这 ), 因为 从 渐进 式 有 
rN) pt et Doe Ee 
故 得 知 
Ilr) < p¥L+1). 
因此 , 当 n=IIp'm 时 有 
卫 


r= < TI»¥’® C00) +1) =n¥dn). 
了 p 


(ii) 全 (iv) 由 d(n) = O(ns) 得 知 . 
对 (iv) 坟 (i) 进行 反 向 证 明 . 现在 设 有 素数 p 使 得 |r(p)| > 2p#. 于 是 , 存在 实数 
a 使 得 
1 一 r(p)uv 十 pllu2 = (@ —p¥au) Q —p¥alu) 


并 了 到 lal > 1. 此 时 , 设 。 = 于 iogp lal > 0, 于 是 可 知 3 是 无 办 的, 实际 上 , 在 


rp) 1 al -orety 
D+) pe aa 
中 ,由 于 | 名 |=VIaf > 1 故 当 时 无 界 
9.6 设 KK 的 实 素 点 个 数 为 71, 复 素 点 个 数 为 rz, 于 是 Ck(s) 在 。= 0 的 Taylor 
展开 为 


CR (= il 


(第 七 章 的 定理 7.10(4)). 因此 可 分 为 三 种 不 同 的 情形 
ni+72 二 1: (ri,72) = (1,0), (0,1) (有 理 数 域 或 虚 二 次 域 ) 


‘6. 习题 解答 


的 m 十 72 二 2: (ri,72) = (2,0), (1,1),(0,2) ( 实 二 次 域 , Q( 3) 这 样 的 三 次 域 ， 
Q(Cs) 这 样 的 四 次 域 ) 

( 首 )71 + ra > 3: 其 他 . 

首先 在 (ii) 时 有 GK (0) = 0 且 II N(a) = 1. 

在 (i) 时 , 如 果 天 = Q, 则 由 定理 9.13 有 


Gk(0) = -3108(2n), 


且 ee 
IIN(@ = II” = var. 
a n=1 
如 果 K = Q(V- 了 ), 由 定理 9.16(2) 有 
1 4 
ti 
wo=-iog| 到 一 |， 
且 


oo 3 
IIx(@ = ( 着 | -2 (9) -aot. 
对 一 般 虚 二 次 域 也 可 施行 同样 的 方法 (Lerch(1897 年 )，Chowla-Selberg (1949/ 
1864 年 ) 的 结果 ). 
在 (i) 的 情形 , 其 单位 群 的 阶 为 1, 利用 (基本 ) 单位 e (le| > 1) 可 记 R= loglel. 
于 是 有 


h 
人 OO) = 210g el. 


因此 求 出 
JIx@w) =|el*. 
这 是 个 代数 整数 . 
第 十 章 
10.1 因为 5(-0D，…… ,《(-9) 的 分 子 不 被 p 除 尽 , 故 根据 推论 10.38 有 
= 0 


于 是 , 根据 定理 10.36(1) 有 


i 


习题 解答 经 


10.2 (ID) 取 > 2 即 可 . 当 展开 Lp(s,w") = 受 ai(s - 1+ nji 为 宕 级 数 时 , 有 


i=0 
(1—7)= Lp(1 —7,w") = ao (mod p?), 

并 由 命题 10.8 知 对 于 所 有 的 i > 2, ai 被 p? 除 尽 , 故 有 

(2—r—p)=Lp(2—7—p,w")=a0+a1(l —p)(mod p2). 
因此 有 

==(6(2—r-p) -C1 -7))/(1 -7) (mod p?), 
从 而 得 知 
Lp(0,w")=a0+ai(r—1) 

=((2—7—p)6(1 -7)— (1-7)c(2 —r—p))/(l—p) #0(mod p?). 
因此 , 有 ordp(L(0,w"-!)) = ordp(Lp(0,w")) = 1, 再 由 定理 10.37 得 到 结论 . 
(2) 使 用 810.1(a) 的 值 就 清楚 了 . 
10.3 (1) 由 岩 泽 主 猜想 知 X“ 为 秩 1 的 自由 Zp 模 . 因此 ,，Xw 由 单个 元 在 


= Zpl[Gal(Q(ppw)/Q(pp)) 川 > Zpl[T] 上 生成 . 记 X” ~ A/(Gw-:(T)). 如 果 注 意 
由 相伴 多 项 式 的 定义 有 ordp(a) > 0, 则 根据 定理 10.36, 像 问题 5 那样 便 得 到 了 结 


隔 则 = 


四 ) 由 岩 泽 主 猪 想 知 Xw: 为 秩 2 的 自由 Z 模 
0) 当 Xew 在 A 上 由 一 个 元 生成 时 . 此 时 因为 
X ~ A/(Gu-s(T)) ~ A/((T -oT -2B)), 
由 定理 10.36 并 令 Kn = Q(uzn), 那么 对 于 n>1 便 有 
4 SA/((T -TB),(1+T)" -1). 
在 这 里 车 使 用 ordp(a) < ordp(8), 则 可 计算 出 
Ak, > Zp/(aBp"™!) @ Zp/(p™!). 


(让) 当 Xo 在 A 上 不 是 由 一 个 元 生成 时 . 此 时 , Xw' 在 A 上 由 两 个 元 生成 . 取 
A 模 的 正 合 序列 


0= A? 4 A XX. 一 0， 
并 以 4 表示 f 所 对 应 的 矩阵 . 车 使 用 ordp(a - 6) = 1,ordp(a) < ordp(B), 则 使 用 初 


等 变换 可 将 4 变 为 CE Re | 因此 , 我 们 有 


Xw ~=A/T-aeA/T 一 D)， 


= 要。 习题 解答 


从 而 
Ak, ~ Zp/(ap"!) © Zp/ (Bp™!). 
10.4 (1) 对 于 为 单 射 , 以 命题 10.33 同样 的 方法 证 明 . 至 于 满 射 的 证 明 , 当 记 在 
Kn/ Fn 为 分 层 的 防 的 素 理想 的 集合 为 5 时 , 使 用 


( 电 zo) = (@) ziou (ro x =° 


uES 


即 可 . 
(2) 与 定理 10.37 大 体 一 样 地 进行 证 明 . 


3 角 数 , trigonal number, 8 
4 角 数 , square number, 8 

T 函数, gamma function, 79 
入 不 变量 , 和 -invariant, 405 
4 不 变量 , jy-invariant, 405 
5 函数 , zeta function, 68 


Abel 群 基 本 定理 , fundamental theorem on Abelian groups, 24 


Bernoulli 多 项 式 , Bernoulli polynomial, 75 

Bernoulli 数 , Bernoulli number, 75 

Birch-Swinnerton-Dyer 猜想 , Birch-Swinnerton-Dyer conjecture, 464 
Brauer 群 , Brauer Group, 252 


Dedekind 环 , Dedekind ring, 96 

Dirichlet 二 函数 , Dirichlet L function, 68 

Dirichlet 单位 定理 , Dirichlet unit theorem, 6 

Dirichlet 素数 定理 , Dirichlet prime number theorem, 210 
Dirichlet 特征 , Dirichlet character, 68 


Eisenstein 多 项 式 , Eisenstein polynomial, 157 
Eisenstein 级 数 , Eisenstein series, 306 
Euler 系 , Euler system, 433 


Fermat 猜想 , Fermat conjecture, 466 
Fermat 大 定理 , Fermat's last theorem, 1 
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Ferrero-Washington 定理 , Ferrero- Washington theorem, 388 
Fourier 变换 , Fourier transform, 445 

Frey 曲线 , Frey curve, 468 

Frobenius 共 示 类 , Frobenius conjugacy class, 151 

Frobenius 置换 , Frobenius substitution, 151 


Gauss 和 , Gaussian sum, 126 
Greenberg 猜想 , Greenberg conjecture, 428 


Hamilton 四 元 数 域 , Hamilton quaternion field, 249 
Hasse 互 反 律 , Hasse's reciprocity law, 256 

Hecke L 函数 , Hecke 工 function, 222 

Hecke 环 , Hecke ring, 360 

Hecke 逆 定 理 , Hecke's inverse theorem, 321 

Hecke 算 子 , Hecke operator, 360 

Hecke 特征 , Hecke character, 222 

Herbrand-Ribet 的 定理 , Herbrand-Ribet’s theorem, 430 
Hilbert 记号 , Hilbert symbol, 43 

Hurwitz 5 函数 , Hurwitz zeta function, 74 


天 -代数 , K-algebra, 250 
Kummer 判别 法 , Kummer's criterion, 108 


Langlands 猜想 , Langlands conjecture, 454 


Mordell 定理 , Mordell's theorem, 24 
Mordell 算 子 , Mordell operator, 302 


n 角 数 , n-gonal number, 7 


Pell 方程 , Pell equation, 6 

Petersson 内 积 , Petersson inner product, 361 
Poisson 求 和 公式 , Poisson summation formula, 445 
Pp 进 工 函数 , p-adic 工 function, 82, 385 

p 进 赋值 , p-adic valuation, 49 

了 进度 量 , p-adic metric, 51 

了 进 绝对 值 , p-adic absolute value, 51 

了 进 数 , p-adic number, 2 

了 进 数 域 , p-adic number field, 48 

了 进 整数 , p-adic integer, 54 


Ramanujan 猜想 , Ramanujan conjecture, 300 
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Riemann 5 函数 , Riemann zeta function, 68 


Selberg ¢, Selberg ¢, 453 
Selberg 迹 公式 , Selberg trace formula, 450 
Siegel 模 群 , Siegel modular group, 368 
Siegel 上 半空 间 , Siegel upper half space, 368 
Siegel 自 守 形式 , Siegel modular form, 368 
Stickelberger 元 , Stickelberger element, 431 


Tate 模 , Tate module, 462 
Tate 扭转 , Tate twist, 431 


A 
阿 代 尔 , adale, 174 
阿 代 尔 环 , adale 环 , 135 


B 

半 稳 定 椭圆 曲线 , semi-stable elliptic curve, 460 

半 稳 定 约 化 , semi-stable reduction, 460 

本 性 零点 ,essential zero, 206 

本 原 的 , primitive, 126 

表示 的 等 价 类 全 体 , equivalence classes of representations, 450 
波动 形式 , wave form, 361 

部 分 Riemann ¢ 函数 , partial Riemann zeta function, 74 


C 

参数 化 , parametrize, 466 

乘法 约 化 , multiplicative reduction, 460 
重 数 , multiplicity, 450 

除 子 , divisor, 181 

除 子 类 群 , divisor group, 181 


Es 

代数 数 域 , algebraic number field, 85 

单 变量 代数 函数 域 , algebraic function field in one variable, 138 
单位 定理 , unit theorem, 178 

单位 群 , unit group, 97 

第 二 补充 律 , second complement law, 42 

第 二 类 特征 , character of the second kind, 394 

第 一 补充 律 , first complement law, 42 

第 一 类 特征 , character of the first kind, 394 

度量 空间 , metric space, 51 
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度量 空间 的 完备 化 , completion of a metric space, 53 
对 偶 , dual, 190 


E 

二 次 曲线 , quadratic curve, 38 

二 次 剩余 的 互 反 律 , quadratic reciprocity law, 41 
二 次 型 数论 , number theory of quadratic form, 8 


F 

非 分 裂 乘法 约 化 , nonsplit multiplicative reduction, 460 
非 分 歧 , unramified, 114 

非 分 歧 扩 张 , unramified extension, 159 

非 平凡 零点 , non-trivial zero, 206 

非 正则 素数 , irregular prime, 374 

分 解 群 , decomposition group, 166, 416 

分 离 的 , separated, 146 

分 裂 乘法 约 化 , split multiplicative reduction, 460 
分 歧 , ramified, 114 

分 歧 指数 , ramification index, 149 

分 式 理想 , fractional ideal, 97 

分 圆 Zp 扩 域 , cyclotomic Zp-extension field, 414 
分 圆 单位 群 , group of cyclotomic units, 436 
分 圆 特征 , cyclotomic character, 392 

分 圆 域 , cyclotomic field, 120 

赋值 环 , valuation ring, 142 


G 

高 , height, 17 

共 思 差 积 , different, 153 

共 示 类 全 体 , conjugacy classes, 450 

谷山 - 志 村 -Weil 猜想 , Taniyama-Shimura-Weil conjecture, 465 
惯性 群 , inertia group, 416 


H 

函数 方程 , functional equation, 81 
好 约 化 , good reduction, 459 

核 函数 , kernel function, 451 

坏 约 化 , bad reduction, 459 
环 同 态 , ring homomorphism, 44 


J 

基本 单位 , fundamental unit, 99 

积 测度 , product measure, 186 

极 小 Weierstrass 模型 , minimal Weierstrass model, 460 
加 法 约 化 , additive reduction, 460 

尖 点 形式 , cusp form, 357 

解析 延 拓 , analytic continuation, 75 

紧 拓扑 空间 , compact topological space, 146 

久保 田 -Leopoldt 的 p 进 工 函数 , Kubota-Leopoldt p-adic L function, 380 
局 部 紧 空间 , locally compact space, 146 

局 部 紧 域 , locally compact field, 146 

局 部 域 , local field, 147 


K 
可 除 代数 , division algebra, 249 
可 道 元 , invertible element, 6 


L 

类 数 , class number, 99 

类 数 公 式 , class number formula, 103 
类 数 关系 式 , class number relations, 453 
类 域 论 , class field theory, 4 

离散 赋值 , discrete valuation, 141 

离散 赋值 环 , discrete valuation ring, 143 
理想 , ideal, 95 

理想 类 和 群 , ideal class group, 97 

立方 数 , cubic number, 8 


M 

模 , module, 56 

模 群 , modular group, 354 

模 椭圆 曲线 , modular elliptic curve, 465 


N 
北向 极限 , inverse limit, 54 
扭 元 , torsion, 378 


坚 

平凡 零点 , trival zero, 207 

平凡 特征 , trivial character, 384 
平方 数 , square number, 8 
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Q 

权 , weight, 300 

全 纯 尖 点 形式 , holomorphic cusp form, 357 
全 纯 模 形式 , holomorphic modular form, 357 
群 环 , group ring, 389 

群 结构 , group structure, 19 


及 
弱 Mordell 定理 , weak Mordell theorem, 25 


S 
三 平方 定理 , Pythagoras theorem, 2 
上 半 平 面 , upper half plane, 300 
剩余 次 数 , residue degree, 150 
数 域 的 类 数 公 式 , class number formula of number field, 217 
双 纽 线 , lemniscate, 301 
四 元 数 代数 , quaternion algebra, 251 
素 点 , place, 141 
。 素 分 解 , factorization in prime elements, 11 
素 理想 定理 , prime ideal theorem, 224 
素 理想 分 解 , factorization in prime ideals, 11 
素数 , prime number, 4 
素数 定理 , prime number theorem, 200 
素 元 , prime element, 4 
算术 几何 平均 , arithmetico-geometric mean, 353 


T 

特征 , character, 190 

特征 理想 , characteristic ideal, 408 
特征 群 , character group, 190 
同 余 式 , congruence, 40 

同 余子 群 , congruence subgroup, 363 
投射 有 限 , profinite, 389 

椭圆 曲线 , elliptic curve, 9 

椭圆 曲线 的 二 函数 , L-function of elliptic curve, 463 
拓扑 环 , topological ring, 146 
拓扑 群 , topological group, 146 
拓扑 域 , topological field, 146 
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完备 化 , completion, 144 

完备 群 环 , complete group ring, 389 

完全 分 解 , complete decomposition, 114 

唯一 因子 分 解 整 环 , unique factorization domain, 86 
伪 测 度 , pseudo-measure, 393 

伪 同 构 , pseudo-isomorphism, 407 

无 穷 远 点 , point at infinity, 22 

无 限 素 点 , place at infinity, 141 

无 限 下 降 法 , infinite descent, 17 


XxX 

系数 扩张 , scalar extension, 255 
显 式 公式 , explicit formula, 200 
限制 直 积 , restricted direct product, 175 
像 , image, 187 

斜 域 , skew field, 249 

循环 代数 , cyclic algebra, 256 


¥ 

岩 泽 公式 , Iwasawa's formula, 419 
岩 泽 函数 , Iwasawa function, 387 

岩 泽 理论 , Iwasawa theory, 11 

岩 泽 主 猜想 , Iwasawa main conjecture, 373 
伊 代 尔 , idale, 135, 174 

伊 代 尔 类 群 , idale class group, 174 

有 理 点 , rational point, 15 

有 理 数 域 , rational number field, 6 

有 限 素 点 , finite place, 141 

右 不 变 测 度 , right invariant measure, 148 
右 正则 表示 , right regular representation, 443 
约 化 , reduction, 459 


Z 

整 点 , integral point, 15 

整数 环 , integer ring, 93 

整体 域 , global field, 145 

正规 积 , normalized product, 340 

正则 素数 , regular prime, 374 

中 国 剩余 定理 , Chinese remainder theorem, 41 
中 心 单 代数 , central simple algebra, 253 
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主 阿 代 尔 , principal adale, 174 
主 除 子 , principal divisor, 181 

主 分 式 理想 , principal fractional ideal, 97 

主 理想 , principal ideal, 95 

主 理想 环 , principal ideal domain, 95 

主 理想 伊 代 尔 , principal idale, 174 

自 守 表 示 , automorphic representation, 443 

自 守 形式 , automorphic form, 300 

最 大 Abel 扩 域 , maximal Abel extension field, 233 
最 大 非 分 歧 扩 域 , maximal unramified extension field, 161 
左 Haar 测度 , left Haar measure, 148 

左 不 变 测度 , left invariant measure, 148 


